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Une vidéo de cours d’une durée de 4h30 a été préparée pour vous aider a reviser.
Vous la trouverez sur Moodle.

1l



Mode d’emploi

La logique, ou plutét les logiques puisqu’on en traitera plus d’une, sont un vaste sujet et le
temps que vous allez passer sur ce module est limité. Voici quelques conseils pour en profiter
au mieux :

1.

I’objectif pédagogique est que vous soyez capable de modéliser une situation en uti-
lisant le formalisme logique, et ensuite, le cas échéant, d’y répondre en utilisant des
algorithmes vus en cours ou d’autres algorithmes que vous jugerez utiles;

il y a une multitude de définitions, le but n’est pas de les apprendre par cceur mais
de comprendre ce qu’elles signifient, et comment elles se placent dans le systéme de
concepts et de relations de la logique;

on n’apprend vraiment une notion que quand on l’applique & la résolution d’un pro-
bléme auquel on est confronté. Donc, un conseil : essayez de bien comprendre chaque
notion introduite et d’imaginer son utilité en 'appliquant a un probléme ;

vous trouverez sur Moodle une vidéo du cours. Elle date de 2013, donc certaines parties
peuvent ne pas avoir été actualisées (et le chapitre sur les logiques de description n’y
est pas traité), mais néanmoins elle vous aidera a la révision du cours;

si vous avez des questions, n’hésitez pas & les poser, et surtout sur le forum Moodle :
cela permettra aux promotions futures d’en profiter ;

si vous voulez consulter d’autres ouvrages sur la logique, je vous conseille le : MORDE-
CHAI BEN-ARI, Mathematical Logic for Computer Science, 3° édition (2012), sa cote a
la bibliothéque brestoise de Télécom Bretagne est 1.21 BEN (la bibliothéque ne propose
que la 2¢ édition). Egalement trés intéressant, 'ouvrage Outils logiques pour lintelli-
gence artificielle de JEAN-PAUL DELAHAYE (connu pour ses excellentes vulgarisations),
vous le trouverez & la bibliothéque sous la cote 2.7 DELA;

a la fin de ce polycopié vous trouverez un index (resp. un index des notations), qui vous
permettra de retrouver rapidement les notions (resp. les notations) dans le cours. Il n’y
a pas de glossaire parce qu’il n’est pas toujours pertinent de donner une définition en
dehors de son contexte;

le code source de ce cours se trouve sur Overleaf, & I’adresse https://www.overleaf.
com/read/ttcncvjghtzg. Ceux qui seraient curieux de voir le code XIEX utilisé peuvent
s’y rendre. N’hésitez pas d’utiliser ce systéme — libre et performant — pour vos rap-
ports et autres documents.

Treéve de conseils, il ne me reste plus qu’a vous souhaiter bon courage
et que la force de la logique soit avec vous!

v


https://www.overleaf.com/read/ttcncvjghtzg
https://www.overleaf.com/read/ttcncvjghtzg




Introduction

Humans, it seems, know things ; and what they know helps
them do things.!

Those unused to formal theories should try not to over-
react to the symbolic nature of the formalism.?

Quand on proclama que la Bibliothéque comprenait tous
les livres, la premiére réaction fur un bonheur ertrava-
gant... A Uespoir éperdu succéda, comme il est naturel,
une dépression ercessive.?

L’intelligence humaine opére a travers des processus de raisonnement basés sur des re-
présentations (internes) de la connaissance.

En intelligence artificielle on crée des bases de connaissances. Celles-ci contiennent des
énoncés exprimés dans des langages de représentation des connaissances.

Il y a des énoncés de départ (appelés axiomes) et des processus de dérivation de nouveaux
énoncés & partir des énoncés existants : I'inférence.

On peut interroger la base de connaissances : pour obtenir la réponse a une requéte, on se
sert également du processus d’inférence.

A la base de la représentation des connaissances, on trouve la logique.
Il y a plusieurs types de logique : propositionnelle, du 1¢" ordre, du 2°¢ ordre, modale, floue,
temporelle, etc.

Toutes les logiques se partagent les notions suivantes :

1.

Une syntaxe du langage : ainsi, par exemple, £ + y = 4 est un énoncé bien formé,
z4dy+ = ne lest pas.

. Un systéme déductif, c’est-a-dire un ensemble d’énoncés qualifiés d’axiomes et une

méthode de preuve qui permet d’en déduire d’autres énoncés (appelés théorémes) a
partir de ceux-ci, en utilisant des régles d’inférence.

Une théorie des modéles, c’est-a-dire une notion d’interprétation (ou de « monde
possible ») des énoncés (intuitivement : une maniére de leur donner du sens dans un
domaine choisi) qui les dote d'une valeur de vérité. Une interprétation qui rend un
énoncé vrai est un modéle de celui-ci (ainsi, x + y = 4 est vraie dans un monde ou
x =y = 2 et fausse dans un monde o x = 1,y = —1).

On dit qu'un énonceé f est conséquence d'un énoncé a (a = ) quand tout modele de
« est aussi modele de . Exemple : (z4+y=2) = (z+y > 0).

On montre, pour les logiques propositionnelle et du 1°" ordre, que la preuve par déduction
(dans le cadre d’un systéeme déductif donné) et la conséquence (au sens de la théorie des
modeles) sont équivalentes : autrement dit, § est conséquence de « si et seulement si on peut
déduire S a partir de o par un nombre fini d’inférences.

1. S. RusseLL & P. Norvia, Artificial Intelligence : A Modern Approach, 3¢ édition, Prentice Hall, 2009.
2. R. CANN, Formal Semantics : An Introduction, Cambridge Textbooks in Linguistics, 1993.
3. Jorge Luis Borges, cité par J.-P. DELAHAYE, Outils logiques pour ’intelligence artificielle, Eyrolles, 1988.



Chapitre 1

Systémes formels

La notion de systéme formel

Cette notion constitue le lien avec la premiére partie du module INF 424.
Un systéme formel est la donnée :

1. d’un alphabet ¥ fini ou dénombrable,

2. d’un sous-ensemble récursif £ de 'ensemble >* des suites finies d’éléments de X, on
appelle F' I’ensemble des énoncés bien formés,

3. d’un systéme déductif, c’est-a-dire
(a) d’un sous-ensemble récursif A de F', appelé ensemble des axiomes,

(b) d’un ensemble fini R de prédicats décidables définis sur F' appelés régles d'infé-
rence.

Explications

Les énoncés bien formés F sont les combinaisons de symboles de » qui respectent une
certaine syntaxe. A noter que l’ensemble des énoncés bien formés peut étre défini par une
grammaire formelle. ATTENTION : ne pas confondre les régles de production de la grammaire
formelle et les régles d’inférence du systéme formel !

Les régles d’inférence permettent de déduire de nouveaux énoncés bien formés a partir
d’énoncés existant.

Les axiomes sont des énoncés que 'on a choisi de ne pas déduire d’autres énoncés, ils
servent d’énoncés de départ a partir desquels on déduit tous les autres.

Les propriétés de récursivité de F et de A, et de décidabilité de R signifient grosso modo :

— il existe un programme P; qui, pour la donnée de f € ¥* indique, au bout d’un temps
fini,si f € Fousi f & F,

— il existe un programme P, qui, pour la donnée de f € F indique, au bout d’un temps
fini,si f € Aousi f & A,

— pour chaque r € R il existe un programme ), qui, pour la donnée de fi,..., fn_1 et
de g, indique, au bout d’un temps fini, si on a bien fi, fs,..., fn F g ou non.

Un élément 7 de R est une application de F™ (pour n > 1) dans l’ensemble {vrai, faux}.
Au lieu d’écrire r(f1, fo, ..., fn_1,9) on écrira

f17f27"'7fn71
g

ou alors f1, fo,..., fn_1 F g, et on lira « g peut étre déduit de fi, fo,..., fn_1 par la régle
T

d’inférence 7 ».

Une preuve dans un systéme déductif est une suite d’ensembles de formules telle que chaque
élément est soit un axiome, soit peut étre déduit par les éléments des ensembles précédents
en appliquant les régles d’inférence. Si {A} est le dernier ensemble de la suite, on dira que A
est un théoréme, et on écrira - A.



Chapitre 2

Logique du 1¢F ordre

2.1 Systéme formel

La logique du 1¢F ordre est un systéme formel dont ’alphabet est constitué :

— de prédicats n-aires P,Q, R, .. .,

— de fonctions n-aires f,g,h,...,

— de variables X,Y, 7, ...,

— de connecteurs — (négation) et — (implication),
— du quantificateur universel V (« pour tout »),
— du signe de 'égalité =,

— et des parenthéses ().

Le cas particulier du prédicat 0-aire est appelé une proposition, et le cas de la fonction O-aire
est appelé une constante.

Parmi ces objets/symboles, certains ont une sémantique (= un sens) pré-établie, on les
appelle des symboles logiques : -, —,V, d’autres n’ont pas de sens en soi, et ne 'acquiérent
que lors d’une interprétation (que l’on verra plus loin, en p. 6), on les appelle des symboles
non-logiques.

Un terme est une constante, une variable ou une fonction d’autres termes. Un terme
clos est un terme sans variables.

Un énoncé (ou formule) est une suite valide de symboles (valide au sens de la grammaire
BNF donnée ci-dessous en §2.1.1).

Il faut bien comprendre que tant qu’on reste au niveau du systéme déductif (axiomes et
régles d’inférence) et qu’on ne donne pas d’interprétation, on n’aura que des symboles obéissant
a certaines régles syntaziques (cf. ci-dessous).

C’est la théorie des modéles qui nous donnera la possibilité d’interpréter ces symboles
dans un domaine donné, aptes & étre utilisés en mathématiques ou a modéliser la réalité.

2.1.1 Grammaire BNF de la logique du 1°" ordre

Voici le BNF de la syntaxe de la logique du 1°* ordre :



Enoncé — EnoncéAtomique | EnoncéComplexe
EnoncéAtomique — Proposition | Prédicat(Terme)
| Terme = Terme
EnoncéComplexe —  (Enoncé)
| =Enoncé
| Enoncé — Enoncé
| Quantificateur Variable, Enoncé
Terme — Fonction(Terme+) | Constante | Variable
Quantificateur — V
Constante — A | B | Michel...
Variable — X |Y | Z..
Prédicat — aime() | existe()...
Fonction —  peére() | carré() | sinus()...
Précédence des opérateurs : V, =, =, —.

2.1.2 Systéme déductif

Rappel : un systéme déductif est un ensemble d’axiomes et un ensemble de régles d’in-
férence.

Axiomes

Voici les axiomes de la logique du 1°* ordre :

. (P = (Q — P)) (répétition),

. (P—=(Q—=R) = (P—Q) — (P— R)) (distribution conditionnelle),
(=P — =Q) — (Q — P) (contraposition),

. Yz P(z) — P(t), ou ¢ est un terme clos (élimination universelle),

. Va (P — Q) — (Vo P — Vz Q) (distribution universelle).

Ot = W N =

Reégles d’inférence

Rappelons la notation : si, & travers la régle d’inférence r, & partir de plusieurs énoncés
aq,...,0p on peut inférer (= déduire, prouver) un énoncé f3, alors on écrit

Deux régles d’inférence sont indispensables, la premiére est celle du modus ponens :

a—f

B

et la deuxiéme est celle de la généralisation :

modus ponens

généralisation.

A
Vo A



Exemple d’application des régles d’inférence

Montrons que Vz(P(z) — P(x)) :

(1) P(a) = ((P(a) = P(a)) — P(a)) Ax. 1
(2) P(a) = ((P(a) = P(a)) = P(a)) = ((P(a) = (P(a) = P(a)) = (P(a) — P(a)))) Ax.2
(3) (P(a) = (P(a) = P(a))) = (P(a) = P(a)) (1)+(2) mod. pon.
(4) (P(a) = (P(a) = P(a))) Ax. 1
(5) P(a) = P(a) (3)+(4) mod. pon.
(6) Vo (P(z) — P(z)) (5) général.

Ce n’est certes pas un résultat trés spectaculaire, mais cela montre qu’il aurait été inutile
de l'inclure parmi les axiomes.

Et maintenant, que fait-on?

Le systéme déductif nous fournit un formalisme. Nous « jouons » avec les symboles : nous
formons des énoncés bien formés, nous déclarons que certains parmi eux sont des axiomes et
nous obtenons d’autres énoncés par inférences successives. Mais & quoi cela sert-il 7

Pour faire le lien avec les mathématiques ou le monde réel, il faut donner un sens aux
symboles, et en déduire des valeurs de vérité pour les énoncés dans des domaines d’application
donnés. Cela se fait & travers la théorie des modéles.

Mais avant d’attaquer cette derniére, définissons quelques connecteurs supplémentaires
dans le but de rapprocher le formalisme des énoncés de la langue naturelle.

2.1.3 Connecteurs et un quantificateur supplémentaires

Pour faciliter la lecture des énoncés, ainsi que le passage des situations du monde réel
aux énonceés logiques, on introduit trois connecteurs supplémentaires : le A (« et », également
appelé conjonction), le V (« ou », également appelé disjonction) et le <+ (« si et seulement
si », double implication), ainsi que le quantificateur existentiel 3 (« il existe »).

Ils sont définis & partir des symboles existants de la maniére suivante :

e AVB=-B — A,

e ANB=—=(-AV-B)=~(B—-A4),
e A B=(A—-B)AN(B—A)=—-((B— A4) - ~(A— B)),
o Jdx P =—Vz-P.

Voici la grammaire BNF revue pour tenir compte des connecteurs que nous venons de
rajouter :

EnoncéAtomique | EnoncéComplexe
Proposition | Prédicat(Terme+)

| Terme = Terme

EnoncéComplexe —  (Enoncé)

| =Enoncé

Enoncé
EnoncéAtomique

Ll

| Enoncé A Enoncé | Enoncé V Enoncé
| Enoncé — Enoncé

| Enoncé <> Enonceé

| Quantificateur Variable, Enoncé

Terme — TFonction(Terme+) | Constante | Variable
Quantificateur — V|3
Constante — A | X | Michel...
Variable — a|z]s..
Prédicat —  aime | existe...
Fonction — Pére | Carré | Sinus...

Précédence des connecteurs : V/3, =, =, A, V, =, <.



2.1.4 Variables libres et liées

Une variable est libre quand elle n’est pas quantifiée. Une variable quantifiée est appelée
liée.

Attention : dans certains énoncés mal écrits, on peut trouver le méme symbole pour une
variable liée et une variable libre, par exemple dans P(z,y) A Vx Q(z,y). Dans cet énonce, =
est-elle libre ou liée 7

Pour éviter ce genre de probléme il convient de renommer les variables liées en utilisant
des symboles qui ne figurent pas parmi les variables libres. Cet énoncé devient donc P(x,y) A
VzQ(z,y), dans lequel z et y sont libres et z est liée.

Un énoncé sans variables libres est appelé @noncé clos ou sentence.

2.2 Théorie des modéles

2.2.1 Structure, signature, interprétation

En théorie des modeles, les prédicats ont une valeur de vérité (ils peuvent étre vrais ou
faux) et les variables, fonctions et constantes prennent leurs valeurs dans un ensemble, appelé
domaine ou univers. Autrement dit, les formules qui jusqu’a maintenant n’étaient que des
assemblages de symboles prennent un sens, elles sont interprétées dans un contexte donné.

Une structure est un triplet A = (A, 0,I) ou A est un domaine (ou univers), o est une
signature et T est une fonction d’interprétation.

Un domaine A est un ensemble quelconque (non vide) dans lequel les variables vont
prendre leurs valeurs; il servira également & définir les images par la fonction d’interprétation
des constantes, fonctions et prédicats.

Une signature ¢ est un ensemble de symboles de fonction et de prédicat, ainsi qu’une
fonction qui envoie ces symboles dans Ny appelée arité. Les fonctions d’arité 0 sont appelées
des constantes.

Une fonction d’interprétation est une fonction I qui envoie :

1. les constantes de o dans A, on notera I(c) = ¢* € A;
2. toute fonction n-aire (n > 1) f de o vers une fonction I(f) = f4: A" = A;

3. toute prédicat n-aire (n > 1) P de o vers une fonction I(P) = P4: A® — {1, T}, ou
1 signifie «faux» et T signifie «vrai».

Ayant défini I sur les éléments de o on peut I’étendre aux termes : on obtient des applica-
tions t1: A7 — A pour chaque terme ayant j variables.

De méme, on peut I'étendre aux énoncés. On obtient donc une application ol: A¥ —
{T,L} pour a en supposant que « a k variables libres.

Autrement dit, si ’énoncé est clos, c’est-a-dire si il n’a aucune variable libre, alors toute
interprétation lui associe une valeur de vérité (puisque k& = 0).

Définition 2.1. Un modéle (= monde possible) est une structure qui rend un énoncé vrai.

Parenthése : vision ensembliste de 'interprétation

Si A = (A,0,I) est une structure, alors on peut associer a tout prédicat unaire P, le
sous-ensemble P4 de A des e € A tels que P(e) soit vrai.

Dans ce cas, si on dénote par T le prédicat toujours vrai, I’ensemble des e € A pour lesquels
T est vraie est tout A. De méme, si 1 est le prédicat toujours faux, c’est-a-dire I’ensemble
des e € A pour lesquels L est vraie, cet ensemble est ().

Si P et @ sont des prédicats, alors (PAQ)A = PANQA (pourquoi ?) et (PVQ)* = PAUQA.

Et (-P)* = A\ PA.



De méme (P — Q)* est (=P)AUQ? = (A\PAHUQA et (P < Q)* = (A\PHUHN
(A\ QY UPA) = (A\ (PAUQM) U (PANQA) (dessiner les patates!).

Conclusion : 'interprétation d’une formule peut étre considérée comme le résultat d’une
série d’opérations ensemblistes sur des sous-ensembles du domaine. Si ce résultat est vide, la
formule est insatisfaisable, s’il est A ¢’est une tautologie.

2.2.2 Cas particulier : tables de vérité

On appelle logique propositionnelle le cas ou on n’a ni prédicat (autre que les proposi-
tions), ni variable, ni fonction, ni quantificateur. En logique propositionnelle, on peut calculer
la valeur vraie ou fausse d'un énoncé en appliquant les tables de vérité suivantes aux connec-
teurs :

A | B |[AANB|AVB|A—=B|A&B

faux | faux | faux faux vrai vrai
faux | vrai | faux vrai vrai faux
vrai | faux | faux vrai faux faux
vral | vrai vral vral vral vral

(Ces tables nous montrent que 1’on pourrait s’amuser a définir 2% opérateurs binaires, mais
traditionnellement on se limite aux 4 ci-dessus.)

Exemple : quelle est la valeur de (P A Q) — (P V Q) selon celles de P et de Q7
P | Q |PAQ|PVQ](PAQ)— (PVQ)

faux | faux | faux faux vrai
faux | vral | faux vrai vrai
vrai | faux | faux vrai vrai
vral | vrai vrai vral vral

(On dira que cette formule est une tautologie.)

On voit que dans ce cas bien particulier (celui de la logique propositionnelle) une interpré-
tation n’est rien d’autre qu’une combinaison de valeurs des propositions (et donc une ligne de
la table de vérité).

Définition 2.2. Un énoncé B est conséquence de o quand tout modele de « est aussi modéle
de B. On écrit alors a |= B (4 ne pas confondre avec a & B qui signifie que 8 peut étre déduit
de o par une suite d’inférences).

Théoréme 2.3. Soient « et § deuz formules. On a a = f ssi a — [ est une tautologie
(c’est-a-dire : limplication est vraie pour toute interprétation).

Démonstration. On va montrer que a [  ssi @« — [ n'est pas une tautologie. Ce dernier signifie qu'il
existe A tel que A = —(a — ), autrement dit que A = (a A =), autrement dit que A = a et A [£
ce qui est exactement dire que [ n’est pas conséquence de a. O

2.2.3 Liens avec la langue naturelle

Des lors qu’elle a une valeur de vérité, une phrase peut interpréter une formule (ou inver-
sement : une formule peut formaliser une phrase).

Exemples : « Michel est éléve de Télécom Bretagne », « je m’ennuie », « les Bretons
n’aiment pas ’écotaxe ».

Contre-exemples : « 700 millions de Chinois, et moi, et moi, et moi », « courage, fuyons!»,
« travailler plus pour gagner plus ».

Attention au comportement du connecteur — :

« (Les cogs pondent des ceufs) — (Télécom Bretagne est une grande école) » est vraie,

« (Les anes volent) — (Télécom Bretagne est une discothéque) » est vraie aussi.



Remarquons a propos des quantificateurs que :
V est le quantificateur universel, on 'utilise souvent suivi d’une implication :

tout homme est mortel

Vz (homme(z) — mortel(x)).

Attention & ne pas confondre avec Vz (homme(z) A mortel(z)), qui a une toute autre
signification (laquelle 7).

3 est le quantificateur existentiel, on 1'utilise souvent suivi d’une conjonction :

Il existe un éléve de Télécom dont le prénom est Xavier

dz (éleveTélécom(z) A prénom(z, Xavier)).

A ne pas confondre avec 3z (éléveTélécom(x) — prénom(z, Xavier)) (pourquoi ?).

Exercice : comment interpréter Vz3y aime(z,y) et IzVy aime(z, y) ?

2.2.4 L’égalité

L’opérateur = dénote une relation spéciale, celle de 1'égalité entre deux termes : £ = y
signifie que z et y doivent étre interprétés par la méme valeur du domaine, quelque soit
linterprétation : z1 = ¢T = e € A.

De méme, sa négation # signifie que deux termes ne pourront jamais étre interprétés par
les mémes valeurs du domaine.

Pour dire, par exemple, que a a au moins deux fréres, on écrira

Jdz Jy (frere(z, a) A fréve(y, a) Az # y)

dans le domaine des étres humains (ou des nceuds d’un graphe, ou...).

2.2.5 Equivalences logiques
2.2.6 QCDC : Question cruciale du cours
On se pose la question cruciale de ce cours :

Question cruciale de ce cours 1. Etant donnés une base de connaissances KB (c’est-a-
dire la conjonction d’un ensemble d’énoncés vrais) et un énoncé «, est-ce qu’'on a KB |= a ?

autrement dit : est-ce que tout modeéle de KB est un modéle de a7 ou encore : est-ce que «
est vrai dans tous les mondes possibles dans lesquels KB est vraie 7 (et en particulier, le notre,
si KB est une base de connaissances du monde réel).

Dans le cas de la logique propositionnelle, les modéles ne sont que des combinaisons de
valeurs des propositions ; un algorithme (de « vérification de modeéles ») peut alors procéder
par la force brute et vérifier cette conséquence pour toute combinaison de valeurs de vérité des
propositions de «. Il sera de complexité exponentielle O(2™) ou 7 est le nombre de propositions.

Ceci ne s’applique plus quand on a des prédicats, fonctions et variables sur des domaines
quelconques, potentiellement trés grands ou infinis. Dans la suite on va découvrir d’autres
méthodes pour répondre a la QCDC (= question cruciale du cours).

2.2.7 Exemple d’application de la logique du 1°" ordre

L’exemple classique est celui des nombres naturels.

Comment définir (N, +) 7 Il suffit de disposer d’un prédicat unaire NombreNaturel(), d’une
constante 0 et d'un symbole de fonction S() (= successeur) :



NombreNaturel(0)

Vn NombreNaturel(n) — NombreNaturel(S(n))
VmVn,m #n — S(m) # S(n) (sinon ?)

Vn 0 # S(n) (pourquoi?)

Ces axiomes sont appelés axiomes de Peano.

L’addition se définit alors de la maniére suivante :

Vm NombreNaturel(m) — Addition(0, m) = m
Vm ¥n, NombreNaturel(m)ANombreNaturel(n) — Addition(S(m),n) = S(Addition(m,n))

Et a partir des nombres entiers on obtient les rationnels, les réels, les complexes. A partir
de ’addition, la multiplication, la division, l’exponentielle, etc.

Une machine & qui on apprend les assertions ci-dessus est donc capable de calculer, elle a
« connaissance » de I'arithmétique.

2.3 Satisfaisabilité

Un énoncé est une tautologie si toutes ses interprétations sont des modéles. Exemple :
AV =A. On note = A.

Un énoncé est satisfaisable ' s’il posséde au moins un modéle.

Un énoncé est insatisfaisable s’il ne posseéde aucun modeéle. Exemple : oo A —a. On dit
aussi que c’est une contradiction.

La notion d’insatisfaisabilité est trés importante parce que la QCDC « KB = a » est
équivalente au probléme de montrer que « KB A —« est insatisfaisable ».

Un ensemble d’énoncés fermé pour la relation de conséquence est appelé une théorie, et
les énoncés, des théorémes.

2.3.1 Equivalence entre déduction et conséquence

Un théoréme fondamental de la logique du 1°F ordre dit que les deux approches : celle de
la déduction o F S (= on déduit § de « en faisant des inférences) et celle de la conséquence
a |= f (= B est conséquence de « si tout modeéle de « est modéle de f3), sont équivalentes.
Autrement dit, pour montrer que KB = a, qui est la QCDC, il suffit de déduire o de KB par
une suite d’inférences.

Reste & trouver un systéme déductif qui soit facilement implémentable. Pour cela, nous
allons étudier un certain nombre de méthodes pour normaliser et simplifier la formule, et
ensuite nous allons appliquer la méthode de résolution.

2.4 Techniques de normalisation/simplification de formule

Le programme de cette section est le suivant :

1. Nous allons d’abord nous amuser a substituer des variables par d’autres variables ou
par des termes.

2. La substitution va justement servir a unifier des formules ou des parties de la méme
formule, pour la rendre aussi simple que possible.

3. Puis nous allons « pousser » tous les quantificateurs vers le début de la formule, on
obtient aussi la forme normale prénexe PNF.

1. Attention : « satisfiable » est un anglicisme (« faisable » # « fiable »). A éviter, méme si
google-hits(satisfaisabilité) = 5120 < 10 700 = google-hits(satisfiabilité).



4. La partie sans quantificateurs peut étre ré-écrite sous forme de conjonction et disjonc-
tions ou, inversement, de disjonctions de conjonctions. Dans le premier cas on parlera
de forme normale conjonctive CNF, et dans le deuxiéme de forme normale disjonctive
DNF.

5. En combinant les formes normales prénexe et conjonctive, on obtient la forme normale
prénexe conjonctive CPNF.

6. Enfin, on va se débarrasser des quantificateurs existentiels on effectuant une skolémi-
sation.

A noter que les étapes 3-5 gardent 1’équivalence des formules, ce n’est pas le cas de la 6.
On dit qu’on a équivalence logique entre deux énoncés s’ils possédent exactement les
mémes modéles. Voici une liste d’équivalences qui nous seront bien utiles pour faire des calculs :

aANf = LA« commutativité
aVp = pfVa commutativité
alhN(BAy) = (aAB)Ay associativité
aV(BVy) = (aVB)Vy associativité
- =« double négation
—“(aAp) = -aV-f De Morgan
(V) = -—aA-f De Morgan
aN(BVy) = (aAB)V(aAy) distributivité
aV(BANy) = (aVB)A(aVy) distributivité
Ve—-P = -—-3dzP
Ve P = dz-P
YVeP = -—-3dz-P
JzP = -Vx-P

2.4.1 Substitution

On note SUBST({x/t}, o) la substitution {x/t}, ot 'on remplace la variable = par le terme
t, appliquée & «. Par exemple SuBst({z/t}, P(z) A P(t)) est P(¢). Une substitution remplace
toujours une variable par un terme (= une variable, une constante, une fonction de termes).
Attention : une variable ne doit pas étre remplacée par un terme qui la contient, sinon c’est
la boucle infinie...

On a les deux regles d’inférence suivantes qui montrent tout l'intérét de la substitution :

Proposition 2.4 (Regle d'instantiation universelle).

Yv o
SuBsT({v/g}, @)

ot g est un terme.

Plus intuitivement : si I’énoncé « est vrai pour tout le monde, alors elle est vraie pour un
terme en particulier.
Proposition 2.5 (Reégle d'instantiation existentielle).

Fva
SuBsT({v/k}, a)

ot k est une constante qui n’apparait nulle part ailleurs dans KB.

Plus intuitivement : si on nous dit qu’une valeur de v existe, alors autant lui donner un
nom, méme si on ne connait pas explicitement sa valeur. Ce nom doit étre nouveau !

Exemple : dx € R tel que d(diyy) = 2%, on peut lui donner un nom (par exemple e) mais
il ne faut pas que ce soit un nom déja pris (par exemple 7,1, etc.). On appelle ce genre de

constante, une constante de Skolem.
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Le processus de substitution est trés important. Imaginons que 'on ait des énoncés ato-
miques pi,...,pp tels que A, p; — ¢, et que Uon ait des énonceés pl,. .., p;, provenant des p;
apreés une substitution 6 : p, = SUBST(6,p;) (le méme 6 pour tous les 7). Alors la régle du
modus ponens généralisé nous dit que :

..ol PLA - Apy —q
SuBsT(#, q)

modus ponens généralisé.
Exemple :

humain(Socrate) Va (humain(z) — mortel(z))

m. p. gén.
mortel(Socrate) P8

Ici # = {z/Socrate}, p1 = humain(z), p{ = humain(Socrate), ¢ = mortel(z) et donc
SuBsT(#, q) = mortel(Socrate).

2.4.2 Unification

La substitution est utile seulement quand elle est effectuée dans le but de rendre les énoncés
« similaires » et de permettre ainsi 'application du modus ponens généralisé. On appelle ce
processus unification et la substitution obtenue, un unificateur :

UNIFICATEUR(p, q) = 6 tel que SUBST(6, p) = SUBST(6, q).

Exemple :
UNIFICATEUR(humain(z), humain(Socrate)) = {z/Socrate}.

Exemple

Loy = (R(f(g(w)),a,x),R(f(g(a)),a, b)7R(f(y)7a7Z))'

y une variable, g(a) est un terme ne contenant pas y, on fait sub; = {y/g(a)} :

Ly = (R(f(g(2)), a, ), R(f(g(a)),a,b), R(f(g(a)),a, ).

x une variable, ¢ est un terme ne contenant pas z, on fait suby = {z/a} :

Lo = (R(f(g(a))7 a, a)7 R(f(g(a))7 a, b)7 R(f(g(a))7 a, Z))
a et b sont des termes, on ne peut pas les substituer.
Conclusion : Ly n’est pas unifiable.

2.4.3 Forme normale prénexe

On dit que I'énoncé ¢ est en forme normale prénexe (PNF) sl est de la forme

Qi Qnrpt
ou (J; sont des quantificateurs et ¥ est un énoncé sans quantificateurs.
Exemples : Vz3y (f(z) = y) est en PNF. —Vz3y P(z,y, z) ne lest pas (pourquoi?), ni
aVy =P(z,y, z) AVzIy Q(z,y, 2).

Théoréme 2.6. Pour tout énoncé de logique du 1°" ordre, il existe un énoncé en PNF qui lui
est équivalent.

L’algorithme pour I'obtenir consiste & renommer les variables liées et a déplacer les quan-
tificateurs de variables de maniére & ce qu’ils englobent des parties de I’énoncé dans lesquelles
ces variables n’apparaissent pas.

Exemple d’application de ’algorithme PNF :

0 = JaVy -~ P(x,y,2) A\VeIy Q(x,vy, 2)
= dzVy - P(x,y, z) AVudv Q(u, v, 2)
= dzVyVuIv (-P(z,y,2) A Q(u,v, 2)).
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2.4.4 CNF

On dit qu'un énoncé est en CNF (forme normale conjonctive) s’il s’écrit sous forme d’une
conjonction de disjonctions ((Fy V Fy) A (G1 V —Gs), etc.).

Proposition 2.7. Tout énoncé (sans quantificateurs) est équivalent ¢ un énoncé en CNF.

Voici l'algorithme pour ’obtenir :

1. remplacer les <+ par des conjonctions de — ;
2. remplacer les a — § par des ~a V [

3. faire entrer les négations dans les parenthéses pour obtenir des littéraux (autrement
dit : appliquer les lois de De Morgan) ;

4. utiliser la propriété distributive.

Exemple :
Enonceé de départ : B < (F V G).
Elimination du <+ : B — (FVG) A(FV G) — B.
Elimination du — : (-BV FV G) A (=(F V G) V B).
Faire entrer les = : (-BV FV G) A ((-F AN—=G) V B).
Appliquer la distributivité : (-BV FVG)A(=FV B)A (-G V B).

2.4.5 CPNF

Quand un énoncé est sous forme prénexe et sa partie sans quantificateurs sous CNF, on
dira qu’il est sous CPNF (forme normale prénexe conjonctive).

Théoréme 2.8. Pour tout énoncé de logique du 1°" ordre, il existe un énoncé en CPNF qui
lut est équivalent.

2.4.6 Skolémisation

Thoralf Skolem (1887-1963) était un mathématicien norvégien.

Définition 1. Un énoncé est sous forme normale de Skolem (SNF) s’il est en CPNF avec
uniquement des quantificateurs universels.

Il existe un algorithme qui fournit pour tout énoncé ¢, un énoncé g sous SNF que I'on
appelle sa skolémisation :

1. a partir de ¢, obtenir ¢' = Q1 -+ Qm w(z1,-..,%m) en CPNF;

2. si tous les @Q; sont V, ¢’ est en SNF;

3. sinon, & partir de ¢’ obtenir s(¢') qui a un 3 en moins que ¢’ :
—si le J est en premiére position (3z;), on supprime 3z, et on remplace z; dans I’énoncé
par une constante ¢ qui n’apparait pas dans ¢';
— si le 9 est en 4-éme position, on supprime Jz; et on remplace z; par une fonction

(i — 1)-aire f(z1,...,2;-1) qui n’apparait pas dans ¢';
k fois
4. en répétant cette étape k fois (pour k& quant. exist.) on obtient 50 --- 0 8(¢'), qui est
en SNF.

Théoréme 2.9. Soit ¢ un énoncé et ¢° son skolémisé. Alors ¢ est satisfaisable ssi ¢° est
satisfaisable.
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Exemple de skolémisation

— En francais : « Tous ceux qui aiment tous les animaux sont aimés par qqun ».

— En logique : Vz ((Vy Animal(y) — Aime(z,y)) — (Jy Aime(y, x))) ;

— on élimine la 2¢ implication : Vz (=((Vy Animal(y) — Aime(z,y))) V (3y Aime(y, z))) ;

— on élimine la 1™ implication : Vz (=(Vy (—=(Animal(y)) vV Aime(z, y))) vV (Jy Aime(y, z))) ;

— on gere les négations : Vz (Jy =(—Animal(y) V Aime(z,y))) V (Jy Aime(y, z))) ;

— et encore : Vz (Jy (Animal(y) A —Aime(z,y))) V (Jy Aime(y, x))) ;

— on skolemise : Vz (Animal(f(z)) A —Alme(z, f(z))) V Aime(g(z),z) ou f et g sont des
fonctions de Skolem ;

— on distribue la disjonction : Vx (Animal(f(z)) V Aime(g(z),z)) A (—=Aime(z, f(z)) V
Aime(g(z), x)).

Cet énoncé est plus opaque que celui du début, mais aussi plus maniable pour la machine.
(Ici f(z) est un «animal potentiellement non-aimé par z» et g(x) est «quelqu’un qui peut
aimer z».)

2.5 Reésolution

La résolution est une régle d’inférence facilement implémentable. Elle fonctionne sur des
formules skolemisées.

Soient deux disjonctions telles que la premiére contient un prédicat F' et la deuxiéme la
négation —F de celui-ci. Alors la résolution consiste & « éliminer » F et —F :

FVvGvV-H KV-FVL
GV-HVKVL
La nouvelle disjonction obtenue est appelée résolvant des deux premiéres.
En appliquant de maniére répétée la régle de résolution, on obtient de plus en plus de
résolvants. Le processus s’arréte en un temps fini puisque le nombre total de prédicats diminue
de deux a chaque étape.

résolution.

Proposition 2.10. Si I'ensemble vide ) figure parmi les résolvants obtenus, alors l’énoncé
de départ est une contradiction.

Pour vérifier la QCDC (KB = «), on prend KB A =, on le ré-écrit en SNF et on applique
la régle de résolution & toutes les paires de disjonctions. A celles-ci viennent s’ajouter les
résolvants et on continue & effectuer des résolutions jusqu’a ce qu’il n’y reste plus aucune
disjonction non traitée. Le résultat obtenu va dépendre des choix de paires & résoudre, alors
on recommence en faisant d’autres choix, etc. La formule KB A -« est insatisfaisable si et au
seulement si au cours de ces opérations on a, & un moment donné, obtenu un résolvant vide.

(Ce qui veut dire que si on veut montrer l'insatisfaisabilité on peut s’arréter des larrivée
du @, par contre si on veut montrer la satisfaisabilité on doit traiter toutes les paires de clauses,
clauses et résolvants, et résolvants entre eux.)

A noter que souvent pour faire une élimination on devra d’abord unifier les prédicats.
Ainsi, par exemple, si la base de connaissances KB est

homme(Socrate)
VX homme(X) — mortel(X)

et « est « mortel(Socrate) », alors la résolution revient & montrer que la formule KB A -,
c’est-a-dire

homme(Socrate) A (“homme(X) V mortel(X)) A —mortel(Socrate)

est insatisfaisable. Mais on voit tout de suite qu’on ne peut pas éliminer homme(Socrate) et
—homme(X ), ni mortel(X) et —mortel(Socrate).
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C’est 1a que Vunification entre en jeu. On aura donc la résolution suivante :

—homme(X) V mortel(X)
‘ {X/Socrate}
homme(Socrate) —homme(Socrate) V mortel(Socrate)

T |

—mortel(Socrate) mortel(Socrate)

\ |

2.5.1 Exemple de résolution

Soit la base de connaissances KB suivante :

rpa(Robert Kevin)
pa(Robert, Samantha)
pa(Samantha, Thomas)
pa(Dorls Jlmmy)

pa(

pa(Borls Elisabeth)

(
(
(
(

a(Jimmy, Thomas)

ko)

pa(Samantha, Samuel)

pa(Jimmy, Samuel)

pa(Zelda, Max)

pa(Samuel, Max)

VX, Y, Zpa(X, Z) Apa(Z,Y) - gp(X,Y)

ou pa(X,Y) signifie que X est parent de Y, et gp(X,Y) que X est grand-parent de Y.

Soit « la formule suivante :
31X gp(Robert, X) A pa(X, Max).

On pose la QCDC : KB | a? On sait quelle est équivalente & montrer que KB A -« est
insatisfaisable.

On prend donc KB A =« et on lui applique une résolution.

A noter que comme - est

VX —gp(Robert, X) V —pa(X, Max),

on a des quantificateurs universels partout, donc KB A -« est déja skolemisée, on peut com-
mencer 4 éliminer des prédicats dans les paires de disjonctions.

Allons-y :

gp(X,Y) V —pa(X,Z) VvV -pa(Z,Y) —gp(Robert, X) V —pa(X, Max)
| {X/Robert} | {x/v}
gp(Robert, Y) V =pa(Robert, Z) V —pa(Z,Y) —gp(Robert, Y) V —pa(Y, Max)

e |

—pa(Robert, Z) V —pa(Z,Y) V —pa(Y, Max)
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Ensuite il faut éliminer —pa(Robert, Z). Un premier choix serait d’éliminer avec pa(Robert, Kevin).
Voici la résolution :

—pa(Robert, Z) V —pa(Z,Y) V —pa(Y, Max)
| {2/Kevin}
pa(Robert, Kevin) —pa(Robert, Kevin) V —pa(Kevin, Y') V —pa(Y, Max)

—pa(Kevin, Y') V —pa(Y, Max)

Donc, pour avancer, la prochaine étape serait 1’élimination de —pa(Kevin, Y'). Sauf que dans
KB, il n’y a aucune formule avec la constante « Kevin » en premiére position. On s’apercoit
donc que 'on fait fausse route. Qu’a cela ne tienne! On revient un pas en arriére et on essaie
d’éliminer —pa(Robert, Z) par le prédicat pa(Robert, Samantha). On a donc :

—pa(Robert, Z) V —pa(Z,Y) V —pa(Y, Max)
‘ {Z/Samantha}
pa(Robert, Samantha) —pa(Robert, Samantha) V —pa(Samantha,Y) V —pa(Y, Max)

T |

—pa(Samantha, Y') V —pa(Y, Max)

Cette fois-ci on a plus de possibilités pour éliminer Samantha : il y a Thomas et Samuel.
Comme cela a été le cas avec Kevin, Thomas va également s’avérer étre un mauvais choix, et
c’est avec Samuel que l'on ira jusqu’au bout :

—pa(Samantha, V) V —pa(Y, Max)
‘ {Y/Samuel}
pa(Samantha, Samuel) —pa(Samantha, Samuel) V —pa(Samuel, Max)

T |

pa(Samuel, Max) —pa(Samuel, Max)
\ |
0

et donc KB A -« est insatisfaisable, et donc « est conséquence de KB, la réponse a la CQDC
est affirmative.

Notons que les substitutions effectuées lors de cette résolution nous fournissent aussi le
renseignement a la question auxiliaire (mais tout aussi importante) : «finalement, qui est le
X tel que X gp(Robert, X) A pa(X, Max) 7»

2.5.2 Monty Python : briilez la sorciére!

Dans leur film Monty Python : Sacré Graal, les Monty Python utilisent une logique un
peu particuliére pour prouver qu’une — au demeurant, trés charmante — jeune femme (jouée
par Connie Booth) est une sorciére. Nous allons montrer, en nous servant de la méthode de
résolution, que leur raisonnement est fallacieux.

— (1) Que fait-on avec les sorciéres ? On les briile!

— (2) Que brile-t-on d’autre ? Le bois !

— (3) Que fait le bois? 11 flotte.

— (4) Qui d’autre flotte ? Un canard.

— (5) Non énoncé, mais sous-entendu : tout ce qui a le méme poids qu’'un objet qui flotte,
flotte aussi

— (E) Expérimentalement, on montre que la jeune femme a le méme poids que le canard

— () Conclusion : elle est une sorciére!

Qui peut étre formalisé par :

15



VXY, (F(X) A (w(X) =w(Y))) = F(Y)
E) w(JF) = w(D)
— () Wi(JF)

Autrement dit :

— (1) VX, -Wi(X) v B(X)
) Vv B(X)

) VX, =Wo(X) V F(X)

) F(D)

YVX,Y, -F(X)V (w(X) #w(Y)) VF(Y)

) w(JF) = w(D)

— (—a) “Wi(JF)

Comme (1) et (2) contiennent B(X), et qu’il n’y a aucun —B(X) dans aucune formule,
elles sont inutiles, on les enléve. Idem pour (3) qui contient =Wo(X) et (—a) qui contient
—“Wi(W). Ne restent donc plus que (4), (5) et (E). Voici les seules combinaisons possibles :

— (4) et (5) : VY, (w(D) # w(Y)) VF(Y) (RI)

— (E) et (5) : =F(JF) V F(D) (R2)

— (R1) et (R2) : (w(D) # w(JF)) vF(D) (R3)
et donc on ne trouve pas le parmi les résolvants, donc KB A -« est satisfaisable, et Wi(JF)
n’est pas conséquence de la base de connaissances, on ne peut donc — hélas — pas en conclure
que la fille était une sorciére.

Le modus bogus )

Notons, sur un registre humoristique, que Jesse Hoey, de 'université de Waterloo au Ca-
nada, montre que si on introduit une nouvelle régle d’inférence, le modus bogus, qui s’énonce
comme suit : «<sion aY et X — Y alors on a X», alors le raisonnement des Monty Python
est correct.

Voici comment il procéde :
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— Tl montre d’abord le théoréme YX, Wo(X) — Wi(X) (= tout ce qui est de bois, est une
sorciere). En effet, supposons Wo(X') pour un X donné. Alors par un modus ponens
avec (2), on obtient B(X) et par un modus bogus avec (1), on obtient Wi(X).

— Ensuite il montre la proposition 1 : F(JF) (= la jeune fille flotte). En effet, par (4) et
(E) on obtient la conjonction F(D) A (w(JF) = w(D)). Celle-ci, par un modus ponens
avec (5) nous donne F(JF).

— Ensuite il montre la proposition 2 : Wo(JF) (= la jeune fille est de bois). Par en
combinant la proposition 1 et le (3) par un modus bogus, on obtient Wo(JF).

— Enfin, en combinant la proposition 2 et le théoréme, par un modus ponens, on a bien
Wi(JF), donc c¢’est bel et bien une sorciére, malgré son apparence angélique.

AVERTISSEMENT : le modus bogus reléve de I’humour, et son utilisation dans quelque
contexte que ce soit (que ce soit dans sa vie professionnelle d’ingénieur, ou lors d’examen
du module, ou ailleurs) sera considérée comme une banale erreur, et sanctionnée comme telle !

2.6 Exercices

Exercice 1 Exercice 0 (Proverbes)

Ecrire en utilisant le formalisme de la logique du 1¢* ordre les proverbes :
— L’amour est aveugle.

— Chose promise, chose due.

— Faute avouée est & demi pardonnée.

— Il n’est point de sot métier.

— Il n’y a que la vérité qui blesse.

— Connais-toi toi-méme.

— Fais ce que je dis, pas ce que je fais.

— Je ne sais qu'une chose, c’est que je ne sais rien.

Exercice 2 Exercice 0' (Théorémes)

Ecrire en utilisant le formalisme de la logique du 1¢* ordre les théorémes suivants. Bien

noter qu’est-ce qui est fonction, prédicat, variable et constante.

— THEOREME DE THALES. — Soit un triangle ABC et deux points D et E situés sur
AB et AC respectivement. Alors ﬁ—g = ﬁ—g = %.

— THEOREME DE CAUCHY. — Soit U un ouvert simplement connexe de C, f: U — C
une fonction continue sur U et possédant une dérivée complexe sauf éventuellement en
un nombre fini de points et v un lacet de longueur fini dans U, alors f,y f(z)dz=0.

— THEOREME DES NOMBRES PREMIERS. — Si m(x) est le nombre de nombres premiers
inférieurs ou égaux a x, alors limy_, w(x)% = 1. (Ecrire d’abord une version avec
une fonction pi(z) pour 7(x), ensuite une version ou pi() est décrite par une fonction

cardinal() et des prédicats nombre-premier() et inf-ou-égal().)

Exercice 3 Exercice 1

Lesquelles parmi les affirmations suivantes sont correctes ?

faux |= vrai

vrai |= faux

(AANB) = (A« B)

A<+ BEAVB

A<+ BE-AVB
(AVB)A(-CV-DVE)E(AVBVC)AN(BACAD — E)

S otk W e
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7. (AVB)A(-CV-DVE)E=(AVB)AN(-DVE)
8. (AV B) A =(A — B) est satisfaisable

9. (ANB) - CE(A—-C)V(B— ()

10. (CV(=AA-B))=((A—=C)AN (B — ()

11. (A« B) A (—AV B) est satisfaisable

Exercice 4 Exercice 2
Décider lesquels parmi les énoncés suivants sont des tautologies, des contradictions ou ni
I'un ni autre.
1. Fumée — fumée
Fumée — feu
(Fumée — feu) — (—fumée — —feu)
Fumée V feu vV —feu
((Fumée A chaleur) — feu) <> ((fumée — feu) V (chaleur — feu))
Grand V stupide V (grand — stupide)
(Grand A stupide) V —stupide

NS o e N

Exercice 5 Exercice 3

Ecrire sous forme d’énoncé de logique propositionnelle et vérifier :

1. Quand la temperature est constante et la pression est constante, il ne pleut pas. Donc
si la temperature est constante et qu’il pleut, alors la pression a nécessairement varié.

2. Quand les gens ont faim, ils mangent. Quand Jean mange, il porte son meilleur constume.
Aujourd’hui Jean n’a pas faim, donc il ne porte pas son meilleur costume. (Utiliser une
résolution.)

Exercice 6 Exercice 4

Soit P(x) le prédicat «a été a Praguey, et D le domaine de vos camarades. Exprimer
chacune des quantifications suivantes en francais :

1. 3z, P(z)
. Vz, P(x)

. =3z, = P(x)
. =WV, = P(x)

Lesquelles signifient la méme chose ?

2
3
4.
5. Jx,-P
6
7
8

Exercice 7 Exercice 5

Donner la valeur de vérité de chacun des énoncés suivants, en considérant que le domaine
est R :

1. 3z, (22 = 2)

2. 3z, (2% = —1)
3. Vx, (2?2 +2 > 1)
4. Yz, (22 # z).
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Exercice 8 Exercice 6

Soit le vocabulaire suivant :
— O(p, 0) prédicat, la personne p occupe le poste p
— C(p1,p2) prédicat, la personne p; est client de la personne po
— B(p1,p2) prédicat, la personne p; est un supérieur hiérarchique (B comme «boss») de
la, personne po
— D, Ch, Av, Ac constantes, des métiers : docteur, chirurgien, avocat, acteur
— E, J constantes, des personnes : Emilie, Joél.
Utiliser ces symboles pour écrire les énoncés suivants en logique du 1°* ordre :
1. Emilie est soit chirurgienne, soit avocate
Joél est acteur, mais il a aussi un autre job
Tous les chirurgiens sont docteurs
Emilie a un boss qui est avocat
1l existe un avocat dont tous les clients sont des docteurs

S ot W

Tout chirurgien a un avocat

Exercice 9 Exercice 7

Soient les nombres naturels N avec le prédicat <, les fonctions + et X, et les constantes 0
et 1. Ecrire en logique du 1¢* ordre :

1. la propriété de parité (Pair(z))
2. la propriété d’étre nombre premier (Premier(z))
3. la conjecture de Goldbach 2.

Exercice 10 Exercice 8

En utilisant les prédicats 1-aires ADN, Personne, Pére, Mére et le prédicat 3-aire DérivéDe,
écrire en logique du 1¢" ordre la phrase : 'ADN d’une personne est unique et dérivé de ceux
de ses parents.

Exercice 11 Exercice 9 (Sur ’alternance des quantificateurs)

Soient les quatre énoncés :
1. Vx,Vy, 3z, (aime(x,y) A ((z # y) — —aime(y, 2)))
2. Jz,Vy,Vz, (aime(z,y) A ((z # y) — —aime(y, 2)))
3. dz, 3y, Vz, (aime(z,y) A ((z # y) — —aime(y, z)))
4. Vz,3y,Vz, (aime(z,y) A ((z # y) — —aime(y, z))).
Déterminer la valeur de vérité de ces énoncés pour les quatre domaines suivant :
1. un monde avec une seule personne, qui s’aime
2. un monde avec Yorick et Zelda, ou Yorick aime Zelda, Zelda s’aime, et c’est tout

3. un monde avec pas mal de gens, y compris FH, VT et SR. Tout le monde s’aime soi-
méme, tout le monde aime FH, tout le monde aime VT sauf SR, tout le monde aime
SR sauf FH et VT. Tracer un graphe des amours.

Exercice 12 Exercice 10 (Dragons et touristes)

Aucun dragon fort ne peut ne pas souffler le feu.

Un dragon rusé a toujours des cornes.

Aucun dragon faible n’a des cornes.

Les touristes ne chassent que les dragons ne soufflant pas de feu.
Un dragon rusé doit-il craindre les touristes ?

2. Tout nombre pair est somme de deux nombres premiers : 2 =1+1,4=2426=1+45,8=7+1,
10=7+3,12=74+5,14=747, ...
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Exercice 13 Exercice 11 (Affaire criminelle)

Tous ceux qui aiment tous les animaux sont aimés par qqun
Quiconque tue un animal n’est aimé par personne

Jack aime tous les animaux

C’est soit Jack soit Curiosité qui a tué le chat appelé Luna
Montrer que c’est Curiosité qui a tué le chat.

Exercice 14 Exercice 12

Comment montrer en utilisant la méthode de résolution qu’un énoncé « est une tautologie ?
Une contradiction ?

Exercice 15 Exercice 13

Unifier, si possible, les paires d’énoncés suivantes :
1. P(A,A,B), P(z,y,2)

2. Qly, G(A, B)), Q(G(z,2),)

3. PlusVieux(Pere(y), y), PlusVieux(Pere(z), Jerry)
4. Connait(Peére(y),y), Connait(z, z).

Exercice 16 Exercice 14 (Casse-téte démoniaque)

Vrai ou faux 7 Expliquer
1. dz, 2z = Démon est une tautologie.

2. Tout énoncé existentiellement quantifié est vrai dans tout modéle contenant exactement
un objet.

3. Vx,y x = y est satisfaisable.

Exercice 17 Exercice 15 (Questions piéges)

Soit une KB ne contenant que le seul énoncé 3z, AussiHautQue(z, Everest). Lesquels parmi
les énoncés suivants peuvent étre dérivés de KB en appliquant une instantiation existentielle 7

1. AussiHautQue(Everest, Everest).

2. AussiHautQue(Kilimandjaro, Everest).

3. AussiHautQue(Kilimandjaro, Everest) A AussiHautQue(MontsD’Arrhée, Everest).
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Chapitre 3

Logiques de description

3.1 Les bases

Les logiques de description sont des variantes de la logique du 1°* ordre qui forment des
compromis sur deux tableaux :

1. elles ajoutent des nouvelles notations pour améliorer ’expressivité du langage (par ex.
la possibilité de dire qu’il existe exactement n éléments ayant telle propriété) ;

2. elles limitent les possibilités de la logique du 1° ordre pour la rendre décidable.
On a trois types d’objets :
1. des individus (ce qui correspond aux constantes de la logique du 1°¢F ordre),

2. des concepts ou classes (des prédicats unaires, dont U'interprétation ensembliste cor-
respond a des ensembles d’individus),

3. des réle ou propriétés (des prédicats binaires sur les individus) ;
On définit trois types de formules :

1. celles de ’ABox, «A» comme «assertion», qui décrivent des concepts et des roles (pré-
dicats unaires et binaires sur des constantes) ;

2. celles dela TBox, «T» comme «terminologie», qui décrivent des relations entre concepts ;

3. celles de la RBox, «R» comme «relation», qui décrivent une hiérarchie des réles, des
compositions de roles et des relations entre roles, comme l’exclusion mutuelle, la ré-
flexivité, la symétrie, la transitivité, etc.

3.1.1 ABox

Une assertion de concept est un prédicat unaire du type EléveTélécom (xavier).

Une assertion de réle est un prédicat binaire Pére(andré,mathilde).

Dans les logiques de description on ne fait pas I’hypothése de I'unicité des noms : deux
individus de méme nom peuvent avoir le méme référent, on écrira cloclo = claudeFrancois, et
samsonFrancois % claudeFrancois.

3.1.2 TBox

Puisqu’on peut interpréter les concepts (prédicats unaires) comme des ensembles, on peut
aussi utiliser des relations de théorie d’ensembles :

Mere C Parent, qui équivaut a VX Mere(X) — Parent(X);

Personne = Humain, qui équivaut a VX Personne(X) <> Humain(X).

21



3.1.3 RBox

La hiérarchie des concepts induit une hiérarchie des roles :

ParentDe C AncétreDe, qui équivaut a VX,Y ParentDe(X,Y) — AncétreDe(X,Y).

Une relation binaire peut se combiner avec une autre : sachant que le frére d’un pére est
un oncle, on peut écrire

FréreDe o ParentDe C OncleDe, qui équivaut a VX, Y, Z FréereDe(X, Y )AParentDe(Y, Z) —
OncleDe(X, 7).

Enfin, on peut donner des caractéristiques générales des concepts : Disjoint(ParentDe,
EnfantDe), ce qui équivaut a VX, Y ParentDe(X,Y) — —Parent(Y, X).

3.2 Constructeurs et restrictions

3.2.1 Constructeurs de concepts

Toujours en mimant la théorie des ensembles, on peut écrire Mére = Femme M Parent, qui
équivaut a VX Mere(X) <> Femme(X) A Parent(X),

ou Parent = Pere LI Mére, qui équivaut a VX Parent(X) < Meére(X) A Pere(X),

la négation correspond au complémentaire d’un ensemble : ~Célibataire est équivalent a
Marié.

L’ensemble complet correspond & un prédicat qui est toujours vrai, on D’écrit T, pour
exprimer une partition on écrira T C Homme U Femme.

L’ensemble vide correspond & un prédicat qui est toujours faux, on ’écrit L, pour exprimer
une exclusion mutuelle on écrira Homme M Femme C L.

3.2.2 Restrictions de réle

Si jusqu’a maintenant les notations semblent claires et intuitives, dans ce qui va suivre
elles vont se compliquer, attention & bien comprendre de quoi il s’agit !

Restriction existentielle

Imaginons qu’on a un role Parent(X,Y') et que l'on cherche a caractériser les X qui sont
parents. Il g’agit donc de dire «je cherche les X pour lesquels Y tel que Parent(X,Y)», on
écrira JParent. T ; le T signifie qu’on prend les X pour lesquels il existe un Y, sans les filtrer
davantage.

Si je cherchais ceux qui sont des parents d’au moins une fille, j’écrirais dParent.Fille.

Restriction universelle

De méme, ceux qui n’ont que des filles : VParent.Fille.
Mais que signifie alors YParent. T 7

Pour le savoir, prenons les définitions formelles des sémantiques de ces notations.

Soit R un role, et RY son interprétation. Rappelons que dans une interprétation ensembliste,
R! devient un ensemble de paires d’éléments R! = {(z!,4!),...} du domaine A. On dira que
y! est un R-successeur de z! si la paire (2!, y') appartient a RL.

Soit C' un concept (et donc C! est un sous-ensemble de A). Alors Uinterprétation de 3R.C
est {z!| quelques successeurs de 2! sont dans C1}.

Et celle de VR.C est {x!| tous les successeurs de z! sont dans C'}.

Donc, quelle est Uinterprétation de VParent. T 7

Réponse : "ISSTIR OTRIA SIMDUIOP Y/ SURP JUOS SINISSIIONS SIS STLOY»
UOT)I9SSE, | SIO[B IN0sse0ons op sed U (& IS 3] "\ ourewop of 380 mb | op uoryejgadivyul, | suep
JUOUIYOIOF JUOS SIT SIO[R SINOSSOIONS SOP B (& 18 ‘JUOUIOATIOON] "IDIYUD JNO) OUIRTOP O] 489,1)
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Restrictions au-plus et au-moins

De méme que 'on peut demander au moins un successeur ou tous les successeurs, on peut
aussi spécifier «au moins n successeursy : >nR.C, ainsi qu’«au plus n successeursy : <nR.C.

Reéflexivité

Une autre notation (attention : les apparences sont trompeuses, cette notation ressemble a
la restriction existentielle, sans I'étre!) permet de décrire 'ensemble des éléments pour lesquels
un role R est réflexif : AR.Self .

Description extensionnelle

Une maniére de décrire un concept est en donnant explicitement ses membres : au lieu de
Parent(jacques,julie), on peut aussi écrire {jacques} C JParent.{julie}.

Role inverse

On note R~ le réle inverse de R, par exemple Parent™ est équivalent & Enfant puisque
VX,Y Parent(X,Y) < Enfant(Y, X).

Role universel

Enfin, on note U le réle universel, ¢’est-a-dire celui qui associe chaque élément a chaque
autre élément (y compris lui-méme).

Cloture transitive

Enfin, on note R la cléture transitive de R, c’est-a-dire le plus petit role transitif conte-
nant R.

3.3 Ontologies DL SROZQ

3.3.1 Ontologies DL

Une ontologie est la formalisation d'un domaine de connaissances dans un langage de
représentation de connaissances.

Une ontologie DL est une ontologie représentée dans le langage d’une logique de descrip-
tion.

3.3.2 Expressions et axiomes SROIQ

SROZQ est une logique de description spécifique que nous allons décrire dans la suite.
Si N¢ est un concept quelconque, Np un réle quelconque et Ny un individu quelconque,
alors on définit de maniére itérative dans SROZQ :

1. une expression de concept C par C := N | (CMNC) |CUC) |-C|T|L|3IR.C|
VR.C|>nR.C| <nR.C|3R.Self | {N},

2. une expression de réle R par R :=U | Np | N.

Les axiomes d’une ontologie SROTQ sont des types suivants :
1. ABox : C(Ny), R(Ny, Ny), Ny = Ny, N1 % Ny,

2. TBox: CC C, C=C,

3. RBox: RC R, R=R, RoR C R, Disjoint(R,R).
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3.3.3 Propriétés de SROZQ

Voici les propriétés de la logique de description SROZQ :

1. S (également appelé ALCR™) : (AL) présence de noms de concepts et de roles, de
T, du constructeur M (conjonction), du quantificateur universel, (C) de la négation de
concept, (RT) de la cloture transitive;

2. R : inclusion de roles, réflexivité, irréflexivité, exclusion de roles;

3. O : possibilité de décrire un concept extensionnellement ({N;1,...,Nryp});

4. T : possibilité d’avoir des roles inverses (R™);

5. Q : possibilité d’avoir des restrictions pleinement quantifiées (<n, >n).

D’autres logiques de description sont éventuellement dotées des propriétés suivantes :
6. H : hiérarchie des roles R; C Ry, H est plus faible que R ;

7. N : restrictions de cardinalité plus faibles que Q.

La norme OWL 2 du consortium WWW correspond a la logique SROZIQ, alors que la
norme plus faible OWL-DL correspond & SHOZN . Le logiciel Protégé d’¢dition d’ontologies
est basé sur cette derniére.
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Chapitre 4

Sémantique et vérification des
langages de programmation

4.1 Qu’est-ce qu’un énoncé de langage de programmation ?

Dans la premiére partie du module, on vérifie la correction syntaxique d’un programme a
I’aide de la grammaire formelle du langage de programmation dans lequel il est écrit. Nous
allons maintenant nous intéresser & la correction sémantique d’un programme. Mais comment
décrire la sémantique d'un programme ?

Un programme écrit dans un langage de programmation peut étre considéré comme une
fonction qui transforme l'¢tat de mémoire en un autre état. Exemple : si les variables (x,y)
ont les valeurs (8,7) a I’état (initial) s, aprés I'exécution de x := 2%y + 1, on aura un état
(final) s" avec des valeurs (15,7).

Si un programme utilise n variables (xi,...,%,), un état s est un m-uplet de valeurs

(51, 5n)-

4.2 Le prédicat caractéristique

Soit U l’ensemble de tous les n-uplets dans un domaine donné, et U’ C U. Le prédicat
caractéristique Py de U’, est défini par

U'={(z1,...,2n) €U | Py(z1,...,70)}.

Exemple : le code x := 2%y + 1 transforme les états de {(z,y) | vrai} en des états de
{(z,y) | z =2y + 1}. Et ceux de {(z,y) | (y < 3)} en des états de {(z,y) | (z < T)A(y <3)}.
On dira que x := 2%y + 1 transforme (y < 3) en (z <7) A (y < 3).

La sémantique d’'un langage de programmation est la maniére dont chaque énoncé trans-
forme un état initial en un état final.

Une assertion est un triplet {p} S {¢} ou S est un programme, et p et g des formules de
la logique du 1°F ordre appelées précondition et postcondition.

4.3 Assertions, pré- et postconditions

On dit quun programme S est partiellement correct par rapport a p et ¢, si on a la
condition suivante : quand S se termine aprés avoir commencé dans un état satisfaisant p,
alors on se trouve dans un état satisfaisant q.

De méme, on dit qu’un programme S est totalement correct par rapport a4 p et ¢, si on
a la condition suivante : quand S commence dans un état satisfaisant p, alors il se termine
forcément aprés un nombre fini d’étapes, et on se trouve dans un état satisfaisant q.

Exemples : {y <3} x:=2xy+1 {(x <7)A(y <3)} est t.c.,
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{faux} S {¢} pour tout S et ¢ est p.c.,
{p} S {vrai} pour tout S et q est p.c.

On dit qu’'une formule B est plus faible quune formule A si A — B.

Exemples : y = 1 Vy = 3 est plus faible que y = 1, y < 3 est plus faible que y = 1V y = 3,
y < 4 est plus faible que y < 3, etc.

4.4 Précondition la plus faible

Définition 2. Soit S un programme et q une formule, on note wp(S,q) la précondition la
plus faible telle que {wp(S,q)} S {q}.

Ainsi, pour tout p tel que {p} S {¢}, on aura p — wp(S, q).

Intuitivement on peut dire que ’on cherche la précondition la plus faible parce que son pré-
dicat aura le plus grand nombre de cas pour lesquels notre programme sera correct (= donnera
le résultat escompté).

4.5 Sémantique d’un langage de programmation

On peut considérer wp comme un transformateur de prédicat.

D’ou une autre maniére de formaliser un programme : comme une transformation d’un
prédicat de postcondition en un prédicat de précondition. (Approche axée sur les objectifs.)

Pour définir la sémantique d’un langage donné, il suffit de la définir pour les instructions
de base, et pour la maniére de combiner les instructions (= la composition).

Nous allons définir la sémantique de :

1. Iaffectation

2. la composition d’instructions
3. des tests if
4

. des boucles while.

4.5.1 L’affectation

On définit 'instruction d’affectation x := t de la maniére suivante :

wp(x := t,p) = SUBST({z/t},p)
pour tout p.

Explication : on veut que, en conclusion, le prédicat p soit vrai. Aprés 'opération x := t,
la seule valeur que x peut prendre est ¢. Donc on voit ce que ¢a donne quand on substitue x
par ¢t dans p. Voici quelques exemples :

— {3<4ny>>5}x:=3{r <4Ay>>5} (onveut qu’alafin z < 4; en faisant x:=3, ceci
est toujours vrai (ce qui est le sens du prédicat 3 < 4), donc il ne reste que la condition
sur y) ;

— {3<2Ay>5}x:=3{z <2Ay >5} (on veut qu'a la fin z < 2; en faisant x:=3,
ceci est toujours faux (ce qui est le sens du prédicat 3 < 2), donc le programme ne
marchera jamais) ;

— {y= -1} x:=3 {22+ y = 5} (on veut qu’a la fin 2z + y = 5; en faisant x:=3, ceci
n’est vral que quand 2 -3 +y = 5, c’est-a-dire quand y = —1.
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4.5.2 La composition

Gérer la composition de deux instructions :

wp(S1;82,q) = wp(S1, wp(S2,q))

pour tout gq.

Explication : pour arriver & ¢ on passe par S; et ensuite par S;. L’état intermédiaire
entre ces deux opérations est la précondition la plus faible pour arriver a ¢ & travers S, donc
wp(Sa, ¢). On l'utilise en tant que postcondition de S1, ce qui nous donne la formule.

Exemple :
wp(x:=x+1y:=y+2,z<y)
=wp(x:=x+1,wp(y ==y + 2,7 <y))

=wp(x:=x+1,z<y—+2)
=z+l<y+2)=(zx<y+1).

4.5.3 Les tests

On définit I'opération de test
if B then S; else S,
de la maniére suivante :
wp(if B then S; else Sy,q) = (BAwp(S1,¢)) V (=B A wp(S2,q))

pour tout gq.

Explication : pour arriver & la postcondition ¢ il faut avoir soit B et la précondition de Sy,
soit —B et la précondition de S,.
Exemple : en PC.

4.5.4 Les boucles

On définit 'opération de boucle while B do S de la maniére suivante :
wp(while B do S,q) = ((wB Aq) V (B A wp(S;while B do S,¢))

pour tout gq.

Explication : pour arriver & la postcondition ¢ il faut avoir soit =B et ¢ (le =B fait que
Pon s’arréte, et le ¢ fait que l'on a ¢ puisque rien n’a changé), soit B et la précondition de la
composition de S et du test.

La définition est récursive : on va exécuter S aussi longtemps que nécessaire pour que B de-
vienne faux. Pour éviter d’avoir une énorme disjonction de termes wp(S;S;...; S;while B do S, q)
on s’intéressera au cas particulier du prédicat piny tel que {pinv} S {pinv}. On appelle pin, un
invariant de boucle.

Exemple : en PC.

27



4.6 Comportement de wp

La fonction wp a de trés bonnes propriétés, qui nous permettent de faire des calculs :
on peut distribuer une conjonction de prédicats, et une implication entre prédicats entraine
I'implication des wp correspondants.

Théoréme 4.1 (Distribution). wp(S,p) A wp(S,q) <> wp(S,p A q).

Démonstration. Soit s un état tel que wp(S,p) A wp(8S, q) soit vrai. Alors les deux sont vrais. Donc aprés
exécution de S, on obtient un état s’ dans lequel aussi bien p que ¢ sont vrais, et donc aussi p A ¢. On a
donc montré que

{s| wp(S,p) Awp(S,q)} C {s| wp(SpAq)},

c'est-a-dire le sens — du théoréme.
Soit s un état tel que wp(S,p A ¢) soit vrai. Aprés exécution de S, on obtient s’ dans lequel p A ¢ est
vrai, et donc aussi bien p que ¢. On a donc montré que

{s| wp(S,pA @)} C{s| wp(S,p) Awp(S,q)},

c'est-a-dire le sens < du théoréme. O

Corollaire 4.2 (Il n’y a pas de miracle). wp(S,p) A wp(S, —p) <> wp(S, fauz).
Corollaire 4.3 (Dualité). —wp(S, —p) — wp(S,p).

Théoréme 4.4 (Monotonicité). Si p — q, alors wp(S,p) — wp(S,q).

Démonstration. D’aprés le théoréme de la distribution ci-dessus,
wp(S, p) Awp(S, —q) = wp(S,p A ~q)
D’autre part, I'hypothése est que p — ¢, c'est-a-dire =(p A —¢q) et donc p A —q est toujours faux :
wp(S,p) A wp(S, —q) — wp(S, faux)

Le corollaire « il n'y a pas de miracle » nous donne wp(S,faux) — wp(S,¢). En combinant les deux
derniéres implications :

VVp(S,p) A Wp(37 _'q) - Wp(87 q)

En appliquant a cette derniére I'égalité¢ AAB - C=CV—-(AAB)=-AVv-BVC=A— -BVC(C,on
obtient

wp(S,p) = —~wp(S,~q) V wp(S, q)

et donc en appliquant le corollaire de dualité :

wp(S,p) = wp(S,q) V wp(S,q) = wp(S,q).

4.7 Le systéme déductif de Hoare

Comme dans le cas des logiques propositionnelle et de premier ordre, en établissant un
systéme déductif on peut raisonner...

1. Axiomes de domaine (toute formule vraie dans le(s) domaine(s) des variables).
2. Axiome d’affectation

{SussT({z/t},p(2))} = := ¢ {p(z)}.
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3. Régle de composition

{p} 81 {qt  {q} S2{r}
{p} S1;82 {r} '

4. Régle de conséquence

p—p {pts{ey g9—a
{p1} s {q1} '

5. Régle de test
{pAB}si1{q} {pA-B}Ss{q}
{p} if B then S; else S, {q}

6. Régle de boucle

{pA B} s {p}
{p} while Bdo S {p A B}

Pour montrer que {p} while B do S {q}, pour un certain ¢, on va chercher un invariant de
boucle pi,, de S (c’est-a-dire tel que {piny} S {Piny }), o0 va montrer que p — piny, et que (Piny A
—B) — ¢ est vraie : alors, on conclut par la régle de conséquence, que {p} while B do S {q¢}.

4.8 Exemple de vérification de (petit) programme

({vrai}
x := 0;
{z =0}
y ="

P=d{z=0Ay=10}

whiley <> 0do
pinV:{x:(b_y)'a}
beginx:=x+a;y:=y—1; end

({z=0b-a}

Que fait ce programme 7 Le vérifier :

Théoréme 4.5. {vrai} P {z =b-a}.

Démonstration. On commence par la fin : ici, on nous donne l'invariant de boucle p;,, il faut

1. vérifier que c'est bien un invariant de boucle : {z4+a = (b—y)a+a} x:=x+a{z = (b—y)a+a}
yi=y—-1{z=[0-y};

2. veérifier qu'il est plus faible que la précondition de la boucle : on a bien {(z = 0) A (y =)} —
{z = (b —y)a} puisque pour z =0 et y = b, piny S'écrit 0 = 0 et est donc vrai;

3. vérifier que piny A B, B étant le test de la boucle, est plus fort que la postcondition du programme :
la négation de B est —(y # 0), c'est-a-dire y = 0, en I'appliquant & pi,, on trouve {z =b-a} qui
est la postcondition.

Aprés ces trois vérifications, on sait que {z = 0Ay = b} est précondition de la boucle pour la postcondition
voulue. On applique alors I'axiome d'affectation deux fois, et on trouve que la précondition globale du
programme est {0 = 0}, c'est-3-dire qu'il est vrai sans condition sur x et y. O
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4.9 Exercices
Exercice 18 Exercice 1 (Invariant)

Montrer que {z = (b—y) -a} x:=x+1; y:=y-1 {z = (b—y) a}.

Exercice 19 Exercice 1 (Test)

Calculer wp(if y =0 thenx:=0elsex:=y+ 1,z =y).

Exercice 20 Exercice 3 (Boucle)

Calculer wp(while x > 0 do x := x — 1,z = 0). Que se passe-t-il si on remplace z = 0 par
r=17
Exercice 21 Exercice 4 (Vérification de programme)

Vérifier la correction partielle du programme suivant : {a > 0}

x:=0; y:=1;
while y<=a do
begin

xX:=x+1;
yi=y+2*xx+1
end

{0<2?2<a<(z+1)?%

Exercice 22 Exercice 5 (Vérification de programme)

Veérifier la correction partielle du programme suivant : {a > 0A b > 0}

x:=a; y:=b;
while x<>y do
if x>y

then x:=x-y
else y:=y-x

{z = PGCD(a,b)}

Exercice 23 Exercice 6 (Vérification de programme)
Vérifier la correction partielle du programme suivant : {a > 0A b > 0}

x:=a; y:=b; z:=1

while y<>0 do

if impair(y)

then begin y:=y-1; z:=x*z end
else begin x:=x*x; y:=y div 2 end

{z=d"}
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Index des notations

= (égalité), 8

A (domaine), 6

I (fonction d’interprétation), 6
a = B (conséquence), 7

1 (ensemble vide), 22

1 (prédicat toujours faux), 6
= (équivalence de concept), 21
= (équivalence logique), 10
JR.C (quelques successeurs), 22
JR.Self (role réflexif), 23

3 (quantificateur existentiel), 5
VR.C (tous les successeurs), 22
V (quantificateur universel), 4
ETLISETLES R (inférence), 2
+ (double implication), 5

N (nombres naturels), 8

wp(S, q) (précondition la plus faible), 26

= A (tautologie), 9
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# (inégalité), 8

o (signature), 6

M (intersection de concept), 22

Ll (union de concept), 22

C (inclusion de concept), 21

T (ensemble complet), 22

T (prédicat toujours vrai), 6

F a (théoreme), 2

V (disjonction), 5

A (conjonction), 5

{z/y} (substitution), 11

fis 020 oy fua I;g (inférence), 2
<nR.C (au moins n successeurs), 23
<nR.C (au plus n successeurs), 23
SUBST(#, ) (substitution), 10
UNIFICATEUR(p, ¢) (unificateur), 11

KBEa, 8,9
KB A-a,9



Index

ABox, 21 contraposition, 4
absence de miracle, 28 CPNF, 12
affectation, 26 cQDC, 15
algorithme
CNF, 12 démon, 20
de skolémisation, 12 De Morgan, 10, 12
de vérification de modéles, 8 description
PNF, 11 extensionnelle, 23
alphabet, 2, 3 disjonction, 5
amour aveugle, 17 distribution, 28
arité, 6 distributivité, 10, 12
arithmétique, 9 domaine, 6
assertion, 25 double implication, 5
de concept, 21 double négation, 10
de role, 21 dragon, 19
associativité, 10 dualité, 28

axiome, 1, 2, 4
d’élimination universelle, 4
d’affectation, 28 énoncé, 1, 3
de contraposition, 4 bien formé, 2
de distribution conditionnelle, 4 clos, 6
de distribution universelle, 4 de langage de programmation, 25
de domaine, 28 insatisfaisable, 9
de répétition, 4 satisfaisable, 9

axiomes de Peano, 9 ensemble vide, 13
équivalence logique, 10

égalité, 3, 8

base de connaissances, 1, 8 état, 25
boucle, 27 état de mémoire, 25
expression
classe, 21 de concept, 23
cloture de role, 23
transitive, 23
CNF, 12 faute avouée, 17
commutativité, 10 faux, 6
composition, 27 fonction, 3, 25
concept, 21 d’interprétation, 6
conjecture de Goldbach, 19 fonction d’interprétation, 6
conjonction, 5 forme normale
connecteur, 3 conjonctive, 10, 12
conséquence, 1, 7 de Skolem, 12
constante, 3, 6 disjonctive, 10
de Skolem, 10 prénexe, 9, 11
constructeur prénexe conjonctive, 10, 12
de concept, 22 formule, 3
contradiction, 9 plus faible, 26
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fumée, feu, 18

généralisation, 4
grammaire BNF, 3

hiérarchie
des concepts, 22
des roles, 22
Hoare, 28
hypothése
de I'unicité des noms, 21

individu, 21

inférence, 1
insatisfaisabilité, 13
interprétation, 1, 3
invariant de boucle, 27, 29

langage
de programmation, 25
de représentation des connaissances, 1
langue naturelle, 7
logique
de description, 21
du premier ordre, 3-17
propositionnelle, 7

méthode

de preuve, 1

de résolution, 9
miracle, 28
modéle, 1, 6
modus

bogus, 16

ponens, 4, 17

généralisé, 11

monotonicité, 28
Monty Python, 15

nombre naturel, 8

ontologie, 23
DL, 23
OWL, 24

parenthése, 3
partiellement correct, 25
PNF, 11
postcondition, 25
précondition, 25
la plus faible, 26
prédicat, 3
caractéristique, 25
de postcondition, 26
de précondition, 26
preuve, 2
processus de raisonnement, 1
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proposition, 3
propriété, 21

de récursiviteé, 2
Protégé, 24

QCDC, 8,9, 13, 14
quantificateur
existentiel, 5, 8
universel, 3, 8
question cruciale du cours, 8

résolution, 13

résolvant, 13

roles, 21

régle
d’inférence, 1, 2, 4, 13
d’instantiation existentielle, 10
d’instantiation universelle, 10
de boucle, 29
de composition, 29
de conséquence, 29
de test, 29

RBox, 21

réflexivité, 23

restriction
au-moins, 23
au-plus, 23
existentielle, 22
universelle, 22

réle
inverse, 23
universel, 23

sémantique de langage de programmation,
25

sentence, 6

signature, 6

skolémisation, 12, 13

Skolem, 10, 12

skolémisation, 10

SNF, 12
Socrate, 11, 13, 17
SROIQ, 23, 24

structure, 6
substitution, 10, 11
successeur, 8, 22
symbole
logique, 3
non-logique, 3
syntaxe, 1
systéme
déductif, 1, 2, 4, 5, 10
de Hoare, 28
formel, 2, 3

table de vérité, 7



tautologie, 7, 9
TBox, 21
terme, 3, 6
clos, 3
test, 27
théoréme, 1, 9
de Cauchy, 17
de Thalés, 17
des nombres premiers, 17
théorie, 9
axiomatique, 3
des modéles, 1, 3, 5, 6
théoréme, 2
totalement correct, 25
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transformateur de prédicat, 26

unificateur, 11
unification, 11, 13
univers, 6

vérification, 29
valeur de vérité, 6
variable, 3, 25
liée, 6
libre, 6

vrai, 6

WWW, 24
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