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Calculati

/ Va2 — 9dz.

In tabelele obisnuite cu integrale (pe care ma gandesc
eu ca voi v-ati apucat deja sa le cam invatati pe de
rost) nu veti gasi aceasta integrald, asa ca ea va trebui
calculata. Apoi, dupa ce o calculam, daca vreti voi s-
o introduceti intr-un tabel al vostru personal, eu n-am
nimic impotriva.

Bun. Deci, ce avem de facut pentru a calcula o in-
tegrala? Scopul este sa ne apropiem cat mai mult de
o integrala simpla sau de mai multe integrale simple.
Integralele simple sunt cele pe care le gasim in tabelul
obisnuit.



Asadar, ce integrale asemanatoare gasim in tabelul
obisnuit? Bineinteles, nu ne vom uita in tabel dupa inte-
grale de alta forma decat integrala noastra, ci vom cauta
integrale care sa aiba ceva radical in ele. Noi n-avem
treaba, de exemplu, cu [ e*dz.

Dupa ce ne holbam ceva mai lung la tabel, constatam
ca exista o integrala ciudata care are radical in ea si care
ne spune urmatoarele

/\/ﬁ =In|z+ Va2 -9

Mamaaa, da’ ce mai seamana cele doua integrale!
Dar, ia stati! Nu cumva a gresit autorul? Nu cumva
radicalul acela din tabel ar fi trebuit sa nu fie la numi-
tor? Nici vorba! Stati linistiti, ca e bine. Radicalul din
tabel e la numitor, iar radicalul din integrala noastra este,
din pacate, ,la numarator”, caci poate fi scris si el ca o
fractie cu numitorul egal cu 1

2 -9
1

Si atunci, data fiind situatia, ce-i de facut? Am putea
sa calculam integrala noastra cu ajutorul altei integrale
ce are radicalul la numitor? Ce ziceti voi? Hmmm...

Pai, ia sa vedem ce putem face. Ne trebuie putina
arta. Trebuie sa facem o mica smecherie prin care sa
ducem radicalul acela la numitor. Urmariti-ma cu atentie.



Oare sunteti de acord ca

Pai, de ce n-ati fi de acord? Doar putem simplifica
unul dintre radicalii de la numarator cu radicalul de la
numitor si ne ramane celalalt radical dintre cei doi aflati
la numarator.

Bun. Acum, daca sunteti de acord cu smecheria noastra,
mergem mai departe. Ia priviti mai bine numaratorul.
Daca avem doi radicali din acelasi lucru, atunci radicalul
dispare. Este un fel de ciocnire de radicali, ciocnire ce
duce la disparitia lor. Asadar, avem

Va-va=a.

Prin urmare,
a

Ja=-%
Vva
Tineti minte chestia asta! Puteti aduce radicalul la nu-
mitor atunci cand aveti nevoie de asta. Este, de data
aceasta, un fel de rationalizare a numaratorului.
Inseamni ci integrala noastra incepe sa aiba radical

la numitor si ne apropiem de integrala din tabel.

2 _
/\/JU2 — 9dx = \Z;Qi_ggdx’



Hehe, ne bucuram noi, dar ne bucuram prea devreme,
caci mai avem un drum tare lung de parcurs pana la
rezolvarea completa. Integrala din tabel cu radical la
numitor nu are nimic la numarator. Pardon, are doar 1
la numarator, dar nicidecum 2% — 9. Asa ca de-acum va
trebui sa vedem cum ne putem descurca cu numaratorul
ca sa il vedem mai simplu.

O alta mare filozofie este sa despartim fractia in doua
fractii mai simple. Noi stim de la fractiile care au acelasi
numitor ca

a—b_a b

c c ¢
Asadar, obtinem

2 -9 q / x? 9
——dx = —
Va2 -9 Va2 —9 Va?z -9
Acum ne vom folosi de [(f +g) = [ f+ | g, propri-
etate pe care o regasiti in tabelul cu integrale. Asadar,

desfacem integrala noastra complicata in doua integrale
mai simple. Adica

/\/de:

dx.

/\/ﬂdx:/

x? 9
[ e [
Vaz—9 Vaz—9
Super! Am reusit sa desfacem o integrala urata in
doua integrale ce promit sa fie mai simple. Ok. Sa ne
ocupam atunci de prima integrala, cea rosie. O luam



separat si vedem ce putem face cu ea. Asadar, avem de
calculat integrala

2
x
[ 2w
Va2 —9
La aceastd integrala ne enerveaza putin numéaratorul z?
si ca sa ne calmam putin vom incerca sa-l facem mai

simplu, descompunandu-1 pe 22 in z - z. Atunci integrala
va deveni

&dm
Vo

Si cum

integrala devine

/ x - Ldz.

VT 9

Desigur, n-am rezolvat mare lucru ca am scris inte-
grala astfel decat daca ne gandim sa o calculam prin
parti. Integrarea prin parti ne spune ca daca descoperim
sub integrala un produs de doua functii, dintre care una
este o derivata, atunci suntem boieri, caci avem formula

/f~g’=f-g—/f"g-

Asadar, pentru a calcula integrala

T g
/.CIZ" $2_9 Z,



integralé ce consta deja dintr-un produs de doua functii,

x si \/3627 trebuie sa mai descoperim acolo o derlvata
Asadar, oare pe care dintre cele doua functii x si m

am putea s-o scriem ca fiind derivata altei functii? Sa

scriem oare x = (%2)/? Aoleu! Nici vorba! Pentru ca
daca am face prostia asta, atunci a doua integrala ar
presupune sa derivam cealalta functie \/957—9 si ar iesi un
talmes-balmes.

Asa ca mai bine ne chinuim sa mergem pe cealalta
pista. Adica, sa cautam o functie a carei derivata sa ne
dea tocmai \/jg Dar oare exista asa ceva? Exista oare
o functie care derivata sa ne dea —=—="

Din fericire, exista! Derivand radicalul de la numitor,
adica (V% —9)’, obtinem tocmai functia dorita, adica
\/Qﬁ. Cum asa? Pai n-avem decat sa folosim formula

/
2\/u’

Silanoiu = 22—9. Atunci v’ = (2?—9) = (2?)' -9 =
2x — 0 = 2z. Asadar,

(Vi) =

2x _ x
2¢v/x2 — 9 N Va2 —

Am obtinut ceva remarcabil! Am obtinut acea functie
care derivata sa ne dea . Acum ne putem reculege
putin, ca ne-am cam 1mprast1at Ia sa vedem. Avem de

(VaZ—9) =




calculat integrala

R

: e . g/
Si am de.scoperlt cd 5= poate fi scrisa ca (Va? —9)".
Asadar, integrala devine acum

/:p-\/xzxi_gdx:/x-( 2 —9)d.

Calculand prin parti, obtinem ca
/x- (Va2 —9)dr =z - Va2 —9—/x'-\/x2 — 9dx.

Dar ' = 1. Asadar, obtinem ceva interesant. Am
obtinut ca integrala rosie, de la care am pornit dupa des-
facerea integralei initiale, este

2
x
———dr=x-V2?2 -9 —/\/x2 — 9dzx.
/ Var—9
Acum ne intoarcem la integrala noastra initiala (cea
verde) si vedem ce am obtinut. Tineti minte ca am avut

/\/1’2—9d1‘: dx —

| rgie = | g

Si cum noi am calculat deja integrala rosie, putem scrie

/\/ﬂdﬁ: = z-Va? —9—/ Va2 — 9dx

0 d
) =t



Dar, vai, integrala din mijloc este tocmai integrala
verde! Adica

/mdx = 222 —9—/ Va2 — 9dx—

/ Ld:p
Vo2 —9

Si atunci, ce ziceti, am putea sa ducem integrala verde
din dreapta in partea stanga, langa sora ei geamana?
Absolut. Si ducand-o in stanga trebuie sa 1i schimbam
semnul, din minus in plus. Adica obtinem

/\/:702 - 9d:v+/ Va2 —9dr = x-Va? — 9—/ %dz

Dar adunand acelasi lucru de doua ori, obtinem dublul
acelui lucru. Mai exact

/\/ﬂdx+/mwv:2/mmﬂ

Asadar, din toata nebunia asta obtinem

N N
2 / 2 —9dr =x - / \/3527
Off! Haideti sa scapam odata si de integrala asta al-
bastra care ne tot incurca! Au! Dar integrala albastra
este tocmai integrala din tabel, cea cu radicalul la numi-
tor, doar ca avem sus un 9 pe care il putem scoate in fata
integrale, 9 fiind o constanta. Asadar

dr =9In|z + Va2 —
/\/7 [+ Va? =),



Am scapat, deci si de integrala albastra. Adica, putem
scrie

2/\/x2—9dx:x-\/x2—9—9ln|x+\/x2—9|+C’.

Ce? Cum? Am terminat? Am gasit integrala verde
din enunt? Aproape. Ne mai incurca 2-ul acela din fata
ei. Atunci impartim toata egalitatea precedenta cu 2 si
obtinem in final

T 9
/\/x2—9dx: 5-\/x2—9—§1n\x+\/x2—9|+0.

Mamma mia! Acuma vad cat v-am chinuit pentru
aceasta integrala! Pai, iertati-ma, dar n-am gasit o cale
mai usoara...



