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Introduccion

El siguiente trabajo es una solucion a la guia de sistemas de ecuaciones de algebra II, esta guia puede ser

encontrada aqui.

Soluciones

1. Reduzca a su forma escalonada por filas de las siguientes matrices.

9 1 -3 -2 B 9 1 -3 -2 B 9 1 -3 -2
42 0 0 = 00 6 4 = 03 1 1
Wl 2 3 4 53”_—2}]? 0 5 9 10| 2T 0 5 9 10
0 3 1 1 57\ 3 1 1 0 0 6 4
- 29 1 -3 -2 - 2 1 -3 -2
= 03 1 1 = 03 1 1
Sfstdf | g g 30 35| W36 g o 32 35
00 6 4 00 0 —41
210 3 _ 210 3
@ (3 42 1) 26-31 [05 4 -7
1 201) f—2n \0 00 =5
320 4 3 2 0 4
(3) <5 11 3) 3/2=5h (0 ~7 3 —11)
1 -2 3 3 _ 1 -2 3 3 _ 1 -2 3 3
@2 3 1 2| p-2n 0 7 5 4| 7h-fo [0 7 -5 4
0 1 -2 2 0 1 -2 2 0 0 -9 18

2. Usando el teorema del rango determine si los siguiente sistemas tienen o no solucién, en caso afirmativo,

determine la solucién o las soluciones.
3r + 4y =0

(5) 22 — y + 3z =0
dr + 9y — 3z = 0

3 4 010 B 34 00 B 34 0
2 —1 3]0 N 68 00 - 34 0
10 30| TR 49 3lo] 22|49 3
B 409 30 = [15 -3
Py 34 00| A-f |34 0
T34 0100] f—fo [00 O
B 1 5 —3/0
- 0 -1 30
fs—=3h 00 o0 lo

. Como p(A) = p(A/b) < 3, entonces el sistema tiene infinitas soluciones.

v + 4y — Tz = 6
6) 20 — y + 8z = 2
6r + 4y — 14z = 5
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3 4 =716 = 1 3 —-15|4 = 1 3 —-15 4
21 8 |2 fi—f 2 1 8 |2 f—2fi |0 =5 38 | —6
6 4 —14|5 | f3—2f, 0 -4 0 |1 0 -4 0 |1
= 1 3 —-15| 4 = 1 3 =15 4
fa—J3 0 1 38 |-7 fs+4f 01 38 |—7
0 -4 0 |1 0 0 152 |27
.. Como p(A) = p(a/b) = n entonces el sistema tiene solucién unica.
r + 2y + 3z = 6
v + 4y + 5z = 2
Sr + 4y + 3z = —18
1 2 3] 6 = 1 2 3 6 B 1 2 31| 6
3 45 R R R B N e U I 0 —2 —4|-16
5 4 3|-—18 f3—5-f1 0 —6 —12|—48 3 2 0 0 0] 0
. Como p(A) = p(A/b) < 3, entonces el sistema tiene infinitas soluciones.
T + 239 + 3333 = 2
T — T2 + T3 = 0
T + 31’2 — X3 = -2
311 + 41‘2 + 31‘3 = 0
1 2 3] 2 = 1 2 3| 2 = 1 2 3] 2
1 -1 10 fo— i 0 —3 -2 -2 fo= fy 0 1 —4|—4
1 3 —-1]-=-2 f3s—h 0o 1 —-4,-4 1 0 -3 —2|-=-2
34 3 01| f-3-1 |0 —2 —6|=6 farg 0 -1 -3|-3
_ 12 3 2 12 3 2
- 01 —4| -4 - 01 —4| -4
?1?}??2 00 —14|-14 f4_1.f3 00 —14|—14
T 00 —7| -7 2 00 00
. Como p(A) = p(A/b) = 3, entonces el sistema admite solucién tnica
1ZE1 + 21’2 + 31’3 - 1ZE4 = 0
].ZEl — 11’2 + 11’3 + 2ZE4 = 4
ley + baxy + brg — 4ay = —4
1331 + 8%’2 + 71’3 — 7%4 = -8
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1 2 3 —-1]0 = 1 2 3 -1]0 B 1 2 3 -1]0
1 -1 1 2|4 fo— fi 0 -3 -2 3| 4 f*_—l 0 -3 —2 3 |4
1 5 5 —4|—4 fs— fi 0 3 2 —-3|—4 Jf s 0 -3 —2 3 |4
1 8 7 —7|-8 fo—fi 0 6 4 —6|-8 4 0 -3 —2 3 |4

B 1 2 3 -1]0

- 0 -3 —2 3 |4

;3:? 00 0 010

1oz 00 0 010

Considerando, entonces, el teorema de Roché-Frobenius, comprobamos que el rango de la matriz incom-
pleta es igual al rango de la matriz ampliada -completa-.

.. Como, p(A) = p(A/b) < 4; el sistema tiene infinitas soluciones.

(1—di)x — iy + 2z = 0
(10) 2x + (1+dy + z = 0
T + Y + 2z = —i
(1—4) —i 2|0 = (1—14) —i 2 0
2 (144 1]0 fo— (1+i(f1)) 0 20 —(142i)| 0
1 1 1| —i fs— G+ L) 0 i+i i |
(1—14) —i 2 0
. 0 2 —(1+42i) 0
B (1—1i) —i 2 0
. 0 20 —(1+2i)| O
L*fz), i
—3i 0 0 1 2z
_ [ (1—4) —i 2] 0 ]
P 0 1 0|t-1¢
_ [(1—4) 0 0|5t +3 ]
o= (e ot 25 fy) oS
1o rhrzels BEIRCEIESE 3
f1*%1 23_251
1 00122

Considerando, entonces, el teorema de Roché-Frobenius, comprobamos que el rango de la matriz incom-
pleta es igual al rango de la matriz ampliada -completa-.

[>)
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.. Como, p(A) = p(A/b) = 3; el sistema tiene solucién tnica:

i =} - 33
3. Dado el sistema lineal
kx + y =1 (%)
r + ky =1
Determine los conjuntos
S1 = {k € R|(x) tiene soluciones}
Sy = {k € R|(x) tiene infinitas soluciones}
S3 = {k € R|(*) no tiene solucién}
La matriz sera:
k1)1 ~ 1 k|1 - 1k 1
{1 kl} hi=1 {k: 11] fo=kh {0 1— k? 1—14

Asi, las soluciones respectivas seran:

S —{keRk£IAk£ 1}
S3:{k€R|k’:—1}

4. Dado el sistema lineal

x — by — cz =0
—ar + y — cz = 0](x)
—ar — by + z = 0

Demuestre que si (*) no tiene solucién tnica entonces se verifica

a+b+c_
a+1 b+1 c+1

Para que el sistema (%) no tenga sol tinica entonces p(A) < 3, esto se puede comprobar facilmente viendo
cuando det(A) = 0.

1 —b —c
|Al=| —a 1 —c|=1-=2abc— ac—bc—ab
—a —b 1
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Al = 0
1 —2abc —ac—bc—ab = 0
1 = 2abc+ac+bc+ab/+a+b+c+bc+ ac+ ab+ abc

a+b+c+bc+ac+ab+abbc+1 = 3abc+ 2ac+ 2abc+2ab+a+b+c

1+b+a+ab)l1+c) = a(l+c+b+bc)+b(l+c+a+ac)+c(l+b+a+ab)

(I4+a)(1+b)(1+c) = a(l—i—b)(lz—c)+b(1+a)(1+c)—i—c(1+a)(1+b)
a c

b= a+1+b+1+c+1
—- 1

a . b n c
a+1 b+1 c+1

.. Se ha demostrado que la afirmacién es valida

5. Dado el sistema lineal

ry + X9 — T3 = 2
Ty + 2513'2 -+ X3 = 3 (*)
Ty + m + (a*—4)zz3 = a

S1 = {a € R|(x) tiene solucién tunica}
Sy = {a € R|(*) tiene infinitas soluciones}
S3 = {a € R|(*) no tiene solucién}

11 -1 |2 = 11 —1 2

1 2 1 3 fo— fi 0 1 2 1

1 1 a*—4la fs—nh 00 a>2—3|a—2
.Sia?—=3=0,0sea, a=+3Va=—V3p(A) #p(A/b)
entonces el sistema no admite solucién
Sia?—3#0,0sea, a#V3Aa#—V3p(A)=p(A/b) =3
entonces el sistema admite solucién unica

6. Dado el sistema lineal
(1—=XNz 1y + 1z = 0

e}

_|_
2 + 2-Ny + 2z =
lx + ly + (1-XNz =0

S = {X € R|(x) tiene infinitas soluciones}

(1-=2X) 1 1 (1=M)2%(2—-X)+2+2
2 (2—-X) 2 = — = AN -4
1 1 (1—2X) (24+N)+2(1—=X)+2(2-))

N — 4N =0
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AA2—4)) =0\ A=0
M4 =0\A=0
A—4=0\\A=4
Considerando, entonces, por el método de Cramer: Dado que la determinante en el numerador es cero,

solo si la ecuacion encontrada en la determinande de la matriz es igual a cero, se daran soluciones
infinitas. En efecto:

0 1 1 (1-Xx 0 1 1-2 1 0
0 (2—A) 2 = 2 0 2 = 2 (2-X) 0
0 1  (1-X) 1 0 (1-X) 1 1 0

04+04+0—(0+0+0) = 040+0—(0+0+0) = 0+0+0—(0+0+0)

0 — 0 — 0

.. Como, p(A) = p(A/b) < 3; el sistema tiene infinitas soluciones si:

S={\eR, A=0VA=4}

1 =100 O
-1 1 00 O
7. SiA= 0 0 50 0 Entonces determine el conjunto.
0O 0 03 -1
0O 0 01 3
S={)\ e RIAX = \X}
1 =100 O 1 =100 0 1 =100 O
-1 1 00 O = 0O 0 00 O 0 0 50 0
A= 0 0 5 0 0 fo+ fi 0O 0 50 0 |=({0 0 01 3
0 0 03 -1 fu—3fs |0 0 O —10 0 0 00 —10
0O 0 01 3 o 0 01 3 0O 0 00 O

Por recomendacion del profesor X sera una matriz columna con las incégnitas del sistema. Por lo que
el sistema queda como.

1 -1 00 O 1 ATy

0 0 5 0 0 i) )\ZEQ

0 0 0 1 3 xIs3 = )\173

0 0 0 0 —-10 Ty ATy

0 0 0 0 0 Ty )\.1'5
1 -1 0 0 0 T 1 — X2 1 — X9 )\xl
0 0 5 0 0 ) 5173 5$3 )\1’2
AX=[0 0 01 3 z3 | = | za+305 | = | mat+3ws | = | Az
0 0 0 0 —-10 Ty —10&75 —101’5 )\1'4
0 0 00 O T 0 0 AT5
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1 — T2 = /\(L’l (1 - )\)Z)’Jl — Ty = 0
5$3 = /\ZL‘Q —)\$2 + 5!133 =0
Ty +3r5 = A3 |= v4—Ars+3r5 = 0
—10zs = Az4 —Axy — 1025 = 0
0 = >\SL’5 >\SL’5 =0

Despejando las variables del sistema se tiene que: z1 = 1o =23 =24 = x5 =0

S={XeR}
8. Dado el sistema lineal
dv + (2d-1)y + (d+2)z = 1
0z + (d—1)y + (d—3)z = 1+d

de + (3d—2)y + (3d+1)z 2—d

a) Determine el conjunto

S = {d € R|(x) tiene soluci6én}

b) Parad €S, (Si S # @), determine el conjunto.

X
X=<X= |1y | € Mg(3z1)| X es solucién de (*)
y4
d 2d—1 d+2 | 1 B d 2d—1 d+2] 1
0 d—1 d-—3|1+d n 0 d—1 d—3|1+d
d 3d—2 3d+1|2—4d fs= (it f) 0 0 d+2| -2
B d 0 d+2 1
= d(d — 2
2d -1 0 d—1 —(d+2) ( )
fa— 11 - fi d—1
- 0 0 d+2 —2d
_ d 0 0 |1+2d
_ b
fi— [ 0 d—1 0
fat f Loy
27T J3 0 0 d+2| —2d

S={deRld£-2Nd£0Ad#£1)}

Al dividir: fi/d A fao/(d — 1) A f3/(d+ 2) Obtenemos:
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1+2d

- - d

1
Lo o +2d

i
1 — —1)\2

0 0 CEE =X (d—1)
00 1 d_—2d2 —2d
- e d+2

9. Dado el sistema de ecuaciones lineales

3z — 3y + 1z = 1
r + 0y + 32z = a+1|(x)
ar + ly + 0z = —a

S1 = {a € R|(x) tiene solucién unica}
So = {a € R|(x) tiene infinitas soluciones}
S3 = {a € R|(x) no tiene solucién}

-3 1
0 3 = 0-9%9+1-04+9-0 = —9a + 8
1 0

Q = W

8 : . .
a # 9 \ Descartamos indeterminancia.

Considerando, entonces, por el método de Cramer: Dado que la determinante en el numerador es cero,
solo si la ecuacion encontrada en la determinande de la matriz es igual a cero, se daran soluciones
infinitas. En efecto:

1 -3 1 3 1 1 3 -3 1
a+1 0 3 ; 1 a+1 3 ; 1 0 a+1
—a 1 0 a —a 0 a 1 —a
0+%+a+1-3 ; O0+3a—a—a’>—a+9% ; —3a*>—3a+3—-3a—3—3a
10a — 2 : 8a — a’® + 2 : 2+ 9a — 3a?
—a=2 ; —a=4+3V2 ; — a = 1% (9+/105)
Con este paso, ademéas encontramos las soluciones tinicas para este sistema:

__10a—2 _ —a?+8a+2 __ —3a’49a+2

~0at8 Y="0a+s 2= " 0a+s

Finalmente, si evaluamos la determinante de la matriz ampliada, obtendremos:

-3 1 1
0 3 a+1 = 9a+a+14+0—-3 = 10a — 2
1 0 -—a

Luego, si 10a-2 — a # 2/10, entonces el conjunto solucién es vacio.
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.. Como, p(A) = p(A/b) < 4; el sistema tiene:

8
Una tnica solucion para S; = {a € R, a= =}

"9
1 1
Infinitas soluciones con Sy = {a € R, a = R ANa=44+3V2Na= . (9 + V105}
1
Solucién vacia si S3 = {a € R, a # 5}

10. Dado el sistema

x + my + z = 1
mr + y + (m—1)z = m |(x
rxr + y - z = m+1

S1 = {m € R|(x) tiene solucién tinica}
Sy = {m € R|(x) tiene infinitas soluciones}
S3 = {m € R|(*) no tiene solucién}
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1 m 1 1 B 1 1 1 |m+1
m 1 m—1| m f:f m 1 m—1| m
11 1 |m+1 R 1 m 1 1
= 1 1 1 m+ 1
fo—mfi 0 1—-m —1|m—m(m+1)
fs— fi _0 m—1 0 -m ]
B 11 1 m+1
N 0 1-m —1|m—-—m(m+1)
ERE 0 0 —1| —m(m+1)
2 — 1
_ I — -
1 1—m 1—m
fi— f 0 1-m -1 |m—m(m+1)
1 0 0 1 | —m(m+1)
_ _1 0 0 m?—m2—2m+1 |
2—m L—m
fi+ fs 0 1-m —-1| m-—m(m+1)
1-m | 00 -1 —m(m + 1) |
B _1 0 0 m3—m?—2m+1 |
= 1—-m
0 0 -1 —m(m + 1) |
= 3 _ 2_2 1
) 100 m m m+
1 f2 1?nm
-m 010 _—
1—-m
—1fy 001 m(m + 1)

Solucién tinica

Slz{m€R|m7§1}

No tiene Solucion

ng{m€R|m:1}

Infinitas soluciones

ng{m€R|m€¢}

1N
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11. Considere el siguiente sistema lineal

ry + X2 — T3 = 2
201 + 2z9 — T3 = 3|(x)
T, — T + (a®*+1z3 = a

Determine los siguientes conjuntos

S1 = {a € R|(x) Tiene solucién}
Sy = {a € R|(x) Tiene solucién tinica}
S3 = {a € R|(x) No tiene solucién}

1 1 -1 |2 = 1 1 —1 2 = 1 1 —1 2
2 2 —1 3 f2—2f1 0 O 1 —1 fQ\:f3 0 -2 CL2+2 a—2
1 -1 a*+1|a fs—nh 0 -2 a®>+2|a—2 0 O 1 —1
Como x3 = —1 entonces se tiene lo siguiente
—2w9 — (a*>+2) = a—2 flzﬂ:_ifz +1 = 2
—2T9 = a—22—}-a2—|—2 xl_a2a+1 = 92
a®+a 2
T2 = - 2 rT = 1"— @ ta
2
S| = {CL € R}
SQ = {CL € R}

S3 no existe ya que para ningtin valor dea se puede anular una fila de A

12. Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

ar + by + 2z =1
ar + (2b—-1)y + 3z = 1|(x)
ar + by + (b+3)z = 2

S; = {(a,b) € R?|(*) tiene solucién tinica}
Sy = {(a,b) € R?|(*) tiene infinitas soluciones}
Ss = {(a,b) € R?|(x) no tiene solucién}

a b 2 1 = a b 2 1
a b b+3|2—1| fs—f |0 0 b+1|20b-1)

*. Del sistema escalonado se pueden ver las siguientes soluciones.

{(a,b) e R*la A0 ND #£ —1}
{(a,b) e R*la A0ANb=1}
{(a,b) € R?|b= —1}

1
2
3



